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揭示充要条件促进深度理解提升思维品质①

陶兆龙

(江苏省南京市金陵中学210005)

不注意揭示数学知识和方法中蕴含的充要条

件，学生在对概念与方法一知半解的情况下进行

机械学习在目前高中数学教学中较为常见．这种

做法非常不利于学生数学核心素养的发展．

充要条件的学习对学生理解数学概念，掌握

数学方法，提升思维品质有着很大的促进作用．新

的课程标准已将充要条件提前到高一上学期讲

授．借此良机，教学中应借助于充要条件，促进学

生深度理解数学知识，发展学生的数学核心素养．

1揭示数学概念定义中充要条件。促进学生对概

念的深度理解

数学概念的定义与充要条件有着极为密切的

关系，很多数学定义中都意味着一个充要条件．以

适当的方式让学生认识到其中的充要条件是理解

有关概念的关键．

在对数定义的教学中遇到过这样的窘境．在

由特殊到一般地花费了一番周折，成功地引入对

数定义后，让学生完成下列练习：

求下列各式的值：

(1)l09232．

(2)l09279．

有很多学生一脸茫然，不会算．

后来我们作了改进，在引入定义后，揭示了以

下关系：

log口N=z铮口。=N．(口>0，口≠1)

依据这一充要条件不仅可以看到求对数值的

“操作过程”(转化为指数)，还能进一步地认识到

对数“结构对象”的属性：对数实际上是“指数”，

Io＆N就是表示实数口的多少次方等于N的那

个数．

明确了这一充要条件后，学生就很容易想到

求上述对数值的两种方法：转化为指数或直接由

对数的意义求．

空间线面关系的定义就是判断相应线面关系

的充要条件，既可以作为判定定理用，也可以作为

性质定理用，以前的教学中，有很多教师在这方面

处理得比较含糊，现在学习立体几何之前学生已

经学习了充要条件，所以，引进概念的定义后，便

可明确揭示相应的充要条件．

如线面垂直的定义：

如果直线Z和平面口内的任意一条直线都垂

直，就说直线Z与平面口垂直，记为Z上口．

由此可得：

直线Z-L口与平面垂直的充要条件是直线Z垂

直于平面口内的任意一条直线．

理解是应用知识的前提，对概念一知半解，灵

活运用便无从谈起．揭示了数学定义中的充要条

件，加深了学生对概念的理解，学生思维的深刻性

得到了训练，为灵活运用概念奠定了基础．

2揭示数学定理、公式、法则中的充要条件。促进

学生对数学结论的深度理解

高中数学中的数学结论(定理、公式、法则)多

数是以“若夕，则q”的形式呈现，这里户是q的充

分条件，其必要性有的具备、有的不具备．教材中

因考虑到教学要求和学生接受能力等因素，多数

未明确．在充要条件的概念提前到高一上学习以

后，为用充要条件的形式来阐述数学结论提供了

方便．明确数学定理、公式与法则中的条件对结论

的充分性和必要性，不仅可以深化学生对数学结

论的理解，还可以避免学生误用结论．

①基金项目：江苏省教育科学“十三五”规划重点自筹课题“自组织视域下高中数学教与学方式改进的行为研究(B一6／2018／02／

90)”．
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如学习等差数列{口。}的通项公式后可引导学

生得到：数列(口。)为等差数列的充要条件是存在

常数是，6，使得：n。=志恕+6(咒∈N。)．

在单元复习阶段还可以揭示与等差数列的前

咒项和公式有关的充要条件．

设S。是数列{口。)的前咒项和，则数列{n。)为

等差数列的充要条件是s。=坠旦≠型(n∈

N。)．

设S。是数列{口。)的前竹项和，则数列{口。)为

等差数列的充要条件是存在常数口，6，使得：S。=

口押2+6挖(竹∈N’)．

与公式有关的充要条件实际上揭示了等差数

列的本质特征．揭示相关的充要条件，学生对相关

知识的认识会上升到一个新的高度，同时还能学

习体会到充要条件推证过程中运用的本单元的思

想方法，这里有函数思想与递推思想等等．

数学结论中的条件有很多是充要的，也有充

分非必要的以及必要非充分的，如不加以厘清，学

生会将充分非必要条件或必要非充分条件当作充

要条件．即将所有结论一视同仁，皆当成充要条

件用．

在学习基本不等式：兰望≥~／万(口>o，6>o)

(等号当且仅当口=6时成立)时，应讲清涉及到的

两个充要条件：

(1)兰望≥．／五。i成立的充要条件是n≥o，6≥

0：考虑应用时多针对正数，所以设口>o，6>O．实

际上，口>o，6>o只是冬譬≥√历成立的充分非

必要条件．不弄清这一点，学生在这一单元学习的

负迁移较多，在应用不等式求最值时，经常不考虑

变量的取值范围，默认所有变量都为正数；而对其

他几个重要不等式(詈+詈≥2，口2+62≥2n6等)
的理解，也认为仅对正数成立．

(2)“等号当且仅当口=6时成立”的意义是：

“口=6是竺箬=~／万(口>o，6>o)成立的充要条

件”，也可以讲：“譬譬>~／万(口>o，6>o)当且仅

当口≠6”．学生在应用基本不等式求最值时经常

会把取等号的条件当作取最值的条件，而且这种

错误还会在不同学习阶段重复出现，这种现象与

初学阶段未讲清有关的充要条件不无关系．

揭示了有关的几个充要条件可以使学生深度

理解基本不等式，避免错误运用，同时，还培养了

学生思维的深刻性与缜密性．

3揭示数学方法中的充要条件．促进学生对数学

转化的深度理解

转化是解决数学问题最重要的、最基本的思

维策略，转化意识与能力的强弱在一定程度上反

映出学生数学核心素养的水平．解决问题的过程

中，一般需要将问题的条件与结论进行转化，通常

需要进行等价转化．等价转化实际上就是找到与

条件或结论相对应的充要条件，从充要条件的角

度揭示转化的等价性，可使学生更加深刻地理解

解题过程中的转化策略，更加自觉地对条件进行

充分必要的转化，或有意识地、灵活地进行充分非

必要，必要非充分转化．

3．1 转化不充要是思维受阻的重要原因

在解决问题的过程中，有不少同学能够对条

件进行不同形式的转化，得到很多关系式，但却无

法找到解题思路．究其原因，往往是没有充要地转

化条件．条件转化得不充分，自然就推不出结论．

有的重复转化，没有对转化的充要性(等价性)进

行分析，也会使思路陷入混乱．

问题l设点A和B为抛物线y2=4缸(声>
0)上除原点以外的两个动点，已知0A上oB，0M

上AB，求点M的轨迹方程，并说明它表示什么

曲线．

在解决这一问题时，

有很多同学一会儿设出

A，B两点的坐标，找出其

关系；一会儿设出直线

AB的方程，由方程组找

关系，似乎有很多条件可

J，。 ‘

J4

万．
D

义孓
以用，但又求不出轨迹方程．以下的情况极其

常见．

设A(卷，y，)，B(券，yz)洲删，，
则由oAJ-oB知嚣’券+y-此20，
从而yly2=一16户2．

由oM上AB知羔．牟=一1．
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至此，解题中断．

实际上，上述转化并不充分．点M在直线AB

上或A，M，B三点共线便没有体现出来．而由

商∥商可得，

(z一嚣)(y可)一(z一嚣)(y飞)-o，
即z+赤‘y-+此)+赤[(yl+此)2一yly2]=o，
将y-yz 2—16户2，詈。页竿I-2—1代入上式即
可得轨迹方程．

同样，如用直线的斜率为参数，只要将条件充

分必要地转化(等价转化)，便可以建立参数方程．

如既用坐标参数，又用斜率参数，只要将条件充分

必要的体现出来(转化)，也可以求出轨迹方程．

教学中，通过揭示条件转化的非充分性以及

过度转化导致解题中断，让学生认识到解题思路

的探索首先要对问题的条件进行充分必要地转

化，这样做可以避免思维的盲目性，并为进一步探

索指明方向．充分必要地转化所有条件是探索解

题思路的基本策略．

3．2揭示典型问题中的充要条件．深度理解等价

转化

有不少典型问题的典型解法实际上已经将问

题的条件进行了充分必要地转化，但解题过程中

并没有给出明示，如不从充要条件角度揭示转化

的等价性，学生则难以理解这些方法，这些基本方

法的学习效果会大打折扣．

问题2如果椭圆c的方程为等+车=l(o

<6<9)，且椭圆C上存在两点A，B关于直线y

=z一1对称，求6取值范围．

这类典型对称问题的常规解法有多种，一般

是采用分析的方法，即如果存在两点A，B关于

直线y=z一1对称，则利用AB中点M在椭圆内

部，可以得到o<6<塑掣．但推导过程中实
际上并没有指明，当o<6<塑掣时，可以确
保对称点的存在．或者说只是阐明了存在的必要

条件，并未论述其充分性．

对于这些解法，学生并未真正理解与接受．有

很多学生甚至无法照搬这种方法解决同类问题，

也有不少同学对这种解法的可靠性产生怀疑，竞

由直线y=一z+掣专与椭圆方程联立解出交点
坐标，再由椭圆上点坐标的范围建立起一个极其

复杂的不等式组，试图通过解此不等式组求出6

的范围．这也反映了学生对这种解法的极度不信

任．在这种情况下，他们最多只能是机械地套用这

种方法处理问题．

无论是从思维缜密性的训练，还是从解题思

想方法(等价转化)的学习，或是从解题过程的严

谨性来说，都应讨论存在条件的充分性，即应再证

明：当o<6<塑二箬笪时，椭圆上可找到两个点

关于直线y=z一1对称：

当o<6<攀时，
吉(禹)2+丢(南)2<·，
所以点(禹，南)在椭圆c内部，

所以直线y一可笔=一(z一击笔)，
也即y=一z+掣笔与椭圆c相交；

记m=嵩，由融荽：1得【9 6
工

(6+9)z2—18mz+9，，12—96=0，

所蚰h=糍=兰，
y1+y22一(z1+z2)+2m一盏．

因为点(南，志)在直线y=z—l上，
直线y一南=一(z一禹)与直线y=z一1
垂直，

由此可知直线y一南=一(z一}笔)与椭圆c
的两个交点关于直线y—z一1对称．

问题3已知两条曲线：椭圆c。：等+等=1
和圆c2：z2+(y一1)2=r2，问r(，．>o)为何值时，

两条曲线没有公共点?

分析与解学生的一般的解法是，

由方程组』等+等一1，
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得 一÷y2+2y+10一，．2=o， (1)

而广
再由△<o，解得r>．／警．

V J

两条曲线没有公共点，其代数表示即方程组

无实数解．但这里，当o<，．<1时，同样没有公共

点．这里的问题并非出在开始的代数转化上，而是

后来的代数处理上．实际上，△<o只能保证方程

(1)无实根，而方程组无解的充要条件是方程(1)

应在[一2，2]上无解．

由r2=一÷y2+2y+10，y∈[一2，2]，
厂rF■]

可得r∈1 1，√警J，

所以，．∈(o’1)u(，、岸，十∞)．
这种错误解法和解决直线与圆锥曲线的位置

关系如出一辙，是这一解法的负迁移．但这两类问

题实际上是有区别的．

如直线y=z+m与椭圆422+y2=4有两个

不同的交点，尽管椭圆上点的横坐标的取值范围是

[一1，1]，但并不需要讨论方程422+(z+m)2=4

在[一1，1]上有两个不等的实根．因为，只要上述

方程有两个不等的实根(△>o)，由422=4一(z+

优)2≤4知必有z∈[一1，1]．即此时，在[一1，1]

上有两个不等的实根的充要条件是方程在R上

有两个不等的实根，两者是等价的．
一2 ．．2

同样地，直线与双曲线争一旁一1的左右支
相交时，也只需讨论方程有正负根，并不需要讨论

方程在(一∞，一口]或[口，+∞)上解的情况．

这是由于直线方程和圆锥曲线方程的结构对

转化后的一元二次方程解的范围有制约作用．在

处理直线与曲线或曲线与曲线位置关系时，应对

转化前后方程组和方程解之间的充要条件作出分

析，以免学生机械模仿，不得要领．

3．3先充分、后必要或先必要、再充分

在探索解决问题方法的过程中，有时要直接

将题设进行等价(充分必要地)转化比较困难，这

时可以引导学生主动地放弃充分性或必要性，采

取先寻找其充分条件，再考察其必要性；或先确定

其必要条件，再讨论其充分性．即采用以退为进的

转化策略，最终得到充要条件．这种训练对培养学

生思维的灵活性有较大帮助．

问题4 已知函数，(z)=口z2+cosz(口∈

R)，记厂(z)的导函数为g(z)，若厂(z)在z=o处

取得极小值，求口的取值范围．

分析与解 求n的取值范围实际上就是

厂(z)在z=O处取得极小值的充要条件．

厂7(z)=2口z—sinz，厂7(o)为零，这里无法

由．厂(z)“在z=o处取得极小值”直接得到与实数

口有关的式子，为此，进一步研究

g(z)=厂’(z)，g’(z)=2n—cosz，
1

当n≥÷时，可以推得，(z)在z—o处取得极
厶

小值；
1

当口≤～寺时，可以推得厂(z)在z=o处取得极
厶

大值；
1 1

当一寺<口<寺时，由97(z)一2口一cosz—o，
厶 厶

存在o<zo<p，使得g7(zo)=2口一coszo=o，

0<z<zo时，cosz>coszo=2n，g’(z)<0；

所以g(z)在(o，z。)上单调减，

g(z)一厂’(z)<g(0)=0，

所以厂(z)在(0，z。)上单调减，厂(z)<，(0)，

这与，(z)“在z=O处取得极小值”矛盾．
1

综上所述，口的取值范围是[妄，+∞)．
厶

充要条件提前学习为学生数学核心素养的发

展提供了良好的契机，在教学过程中，要利用好这

一工具，注意揭示数学知识有关的充要条件，促进

学生深度理解知识与方法，并灵活运用充要条件

进行转化，提高其探索能力．

(上接第38页)
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