
2019年第58卷第8期 数学通报 23

解密数学抽象探索教学策略①

张金良

(浙江省教育厅教研室310012)

众所周知，抽象无处不在，抽象无处不有，在

人们日常生活与教学活动中依据各自的理解被广

泛使用着，比如“这个内容太抽象的”，“你用的方

法太抽象了’’，等等，但这里所说的抽象，仅仅是人

们对抽象的一种通俗理解，把凭借生活经验不易

理解的东西归结为抽象；但作为学术定义，它有一

个明确的界定，“抽象”一词最早来自拉丁语中的

“abstracio"，表示排除、抽取的意思．《辞海》中将

“抽象"定义为：从许多事物中，舍弃个别的、非本

质的属性，抽象出共同的、本质属性或特征的思维

过程，由此可见抽象的过程是一个概括、分离和提

取的过程．抽象是思维的基础，是对同类事物的刻

画与构造．而数学抽象又有怎样的内涵与特点?

数学教学实践活动又如何去培养呢?下面作深入

的分析，供参考．

1数学抽象的内涵及其相关概念

数学抽象是指舍弃事物的一切物理属性，得

到一个数学对象的思维过程．它主要从数量与数

量关系、图形与图形关系两方面抽象出数学概念

及概念之间的联系，从事物与事物之间的联系、事

物内部要素之间的联系中抽象出一般规律和结

构，并用数学语言加以表征．通俗地讲数学抽象是

通过观察、分析，撇开数学对象的外部的、偶然的、

非数学的(物理的、化学的、社会的)东西，分析与

提炼出其本质、内在、必然的东西，从空间形式和

数量关系上揭示数学对象的本质和规律的一种数

学研究方法．数学抽象素养是通过对具体而生动

的数学问题进行分析与提炼，概括出一般结论，并

应用于解决新的问题之中来体现．数学抽象反映

了数学的本质特征，是数学六大核心素养的核心，

贯穿于数学教学的全过程．

从内容上看，数学抽象包括数学概念、命题、

方法和体系的抽象．其中数学概念的抽象是指通

过抽象活动形成数学概念；数学命题的抽象是指

通过抽象建立数学概念的因果关系，形成命题和

规则；数学方法的抽象是指通过对数学操作程序

的抽象，形成数学方法、数学思想和解决问题的策

略；数学体系的抽象是指通过对概念、命题、方法

和思想的抽象，建立概念、命题(规则)之间的普遍

联系，形成数学体系．

数学抽象具有一些典型的特点．郑毓信在“数

学抽象的基本准则：模式建构形式化原则”(《数学

通报》，1990(11)：9—11)中认为数学抽象具有理

想化、精确化、模式化的特点，李昌官在《数学抽象

及其教学》文中，指出数学抽象具有纯粹性、精确

性、理想化、模式化、形式化五个特点．两位学者已

表述的很正确，本文吸收上述的观点，用更具体的

语言再说说其特点：数学抽象具有高度概括，结论

更具有一般性，表达简约、精确、能用数量化、符号

化、公式化和图形化刻画．

数学抽象的类型很多，根据抽象对象的不同，

数学抽象可分为性质抽象、关系抽象、等价抽象

等．所谓性质抽象是指关于研究对象某一方向的

性质或属性的抽象；所谓关系抽象是指关于研究

对象的数量关系或空间位置关系的抽象，如直线

与平面平行、平面与平面垂直是关系抽象的结果；

等价抽象是按某种等价关系，抽取一类对象共同

性质特征的抽象．自然数概念是等价抽象的结果，

其本质是某类等价集合的标记，即集合间可以建

立一一对应关系，它们是“对等”的．根据抽象方向

的不同，数学抽象可分为同向与逆向思维的数学

抽象，悖向思维的数学抽象与审美直觉的数学抽
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象．所谓同向思维的数学抽象，即延续已有的思维

方向思考问题，它主要包括弱抽象和类比联想等

方法；其中的弱抽象，也叫做“扩张式抽象”，是指

对事物某一方面特征(或侧面)加以概括，从而形

成比原对象更为一般的概念或理论的一种抽象方

式．如“正方体一长方体一直平行六面体一直棱柱

一斜棱柱”顺序进行的抽象就是弱抽象．弱抽象的

特点是研究对象的外延不断扩大，内涵不断缩小，

把结论推广到更一般的情形；逆向思维的数学抽

象．指与原思维方向反向地思考与探究问题，它主

要包括强抽象、精确化与完备化的思维方法．其中

的强抽象，也叫做“强化结构式抽象”，是指通过扩

大研究对象的特征，从而形成比原对象更为特殊

的概念或理论的一种抽象方式．如按“斜棱柱一直

棱柱÷直平行六面体·正四棱柱·正方体’’顺序

进行的抽象就是强抽象．强抽象的特点是研究对

象的外延不断缩小，内涵不断扩大，更深刻地认识

事物某一方面的特征．悖向思维的数学抽象，即背

离原来的认识并在直接对立的层面上探索新的发

展可能性，是立体型的抽象．

2数学抽象的教育意义

数学抽象是数学发展最基本的手段与方式，

也是理性思维的主要特征之一，它贯穿于数学发

生、发展和应用的各个过程之中，在数学的产生、

发展与应用中起了不可替代的作用，使得数学成

为高度概括、表达准确、结论一般、有序多级的体

系．也正是数学抽象使人们获得数学概念和规则，

提出数学命题和模型，形成数学方法与思想，认识

数学结构与体系．

在数学抽象核心素养的形成过程中，通过积

累从具体到抽象的活动经验，学生能更好地理解

数学概念、数学命题、数学的方法和体系，能通过

抽象、概括去认识、理解、把握事物的数学本质，能

逐渐养成一般性思考问题的习惯，能在其他学科

的学习中主动运用数学抽象的思维方式解决问

题．因此，通过数学抽象的培养，学生可以很好地

理解那些复杂的公式和定理，清楚这些公式和定

理的来龙去脉，真正明白其中的含义，在更高的层

面上理解数学知识的结构，更好地把握数学知识

的本质属性，养成从更一般意义和方法上思考问

题的习惯，提升概括抽象能力，促进理性思维的发

展与提高．在数学学习过程中，学生只有具备了良

好的思维水平和数学抽象素养，才能透过现象看

到本质，这对学生来说不仅仅是一个获取知识的

过程，也是一个探究发展的过程，对于学生的全面

发展都有十分重要的作用和意义．

3数学抽象的培养途径与方法

3．1 了解数学抽象的基本过程与方法

数学抽象的基本过程与方法前人已做过许多

研究，其中徐利治认为，数学研究中的抽象思维过

程基本上经历四个阶段：第一阶段主要研究数学

现象问题；第二阶段主要是对各种具体数学属性

进行分析，逐步去掉非本质属性；第三阶段，对于

已经了解其结构的数学事实，确定其本质属性或

特征；第四阶段，对基本上被确定的数学概念进行

不断纯化．按照抽象的程度不同，史宁中把数学抽

象分为简约阶段、符号阶段、普适阶段等三个阶

段，其中简约阶段主要是把握事物在数量或图形

方面的本质，把繁杂问题简单化、条理化，并清晰

地表达；符号阶段主要是去掉具体内容，利用符号

和关系术语，表述已经简约化的事物；普适阶段主

要是通过假设和推理，建立法则、模式和模型，在

一般意义上描述一类事物的特征或规律．

史宁中认为，抽象有两个层次，一个是直观描

述，另一个是符号表达．他指出第一次抽象是有物

理背景的，用自然语言表达的，这种抽象具体、直

观，容易创造，但是也容易有反例；第二次抽象的

特点是符号化，符号化的特点是挑不出毛病，严

谨，但是抽象，没有物理背景．他建议老师在讲课

时也必须讲第一次抽象，讲具体的背景，不要邀游

于一大堆抽象的符号之间，要有感性认识，要建立

起直观来，有了直观，才能判断．站在数学教学视

角，按通常情况下学生学习时认知的先后顺序，浙

江李昌官把数学抽象分为感知与识别、分类与概

括、想象与建构、定义与表征、系统化与结构化[1]

等五个阶段．事实上，数学抽象针对一个具体问题

或对象，首先依据某一要素属性、进行区分、提炼、

概括，使问题或对象变得明朗、简约和理想化，其

次用数学符号进行表征，使问题或对象数学化，同

时进行一般化，普适化，最后进行应用与系统化．

最后，用逻辑方法建立概念之间的联系，形成概念

系统．如概念体系，公理系统，新数学系统．

了解数学抽象的基本过程与方法是引导学生

开展数学抽象的必要条件．在第一次抽象中教师
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要引导学生通过观察、类比、联想和结构分析，从

中区分提炼出各种属性，并能建构出各种典型模

型；在概括和普适化阶段中要求教师引导学生把

典型模型一般化，通过类比、归纳和联想概括出一

般化后的数学对象所具备的本质的公共的属性，

并借助式子、图表等进行表示；在定义与符号化

中，则重点要求表达准确、简约；在系统化阶段，则

要根据学生的认知水平进行方向引领．

3．2 以数学概念形成教学为抓手，让学生学会数

学抽象

章建跃在《树立课程意识落实核心素养》中提

到：“众所周知，概念教学是数学教学的重中之重，

而得出数学概念的过程是最典型的数学抽象的过

程”．概念是思维的“细胞”，概念组成命题，命题形

成判断，数学方法和思想是数学知识在更高层次

上的抽象和概括．概念的形成过程是经历丰富的

感性认识到深刻的理性认识的转变．在转变的过

程中，需要经过多层次的分析、比较、抽象和归纳

等加工．因此，概念的形成正是高度抽象和概括的

过程，对概念的理解过程正是对这种抽象概括内

容的剖析过程．在教学中，教师选取学生熟悉的典

型实例，提供丰富材料，让学生经历一个完整的概

念教学流程：辨别(刺激模式)一分化(各种属性)

一类化(共同属性)一抽象(本质属性)一检验(确

认)一概括(形成概念)一形式化(符号表达)，对比

数学抽象的基本方法，熟悉数学抽象的“基本套

路”，在概念形成的学习中学会数学抽象．从辨别

到概括可视为第一次抽象，表现为用自然语言表

达的直观描述；概括到形式化，完成符号表达为第

二次抽象．比如在函数周期性教学时，首先可例举

生活中大量的周期现象，如春夏秋冬四季轮回、海

水涨落的潮汐、弹簧振子运动、摩天轮转动有共同

特征，经过相同时刻所考察对象可重复出现，其次

例举数学中的周期变化，如“数列a。=1+(一1)“

的项”、“，(z)一z一[z]图象”、“在直角坐标系

uOv中，角z的顶点与原点重合，始边与Ou轴正

半轴重合，终边与单位圆交于点P(COSX，sinx)．

当角z的终边绕原点从Ou轴的正半轴开始，按

照逆时针方向旋转时，点P的横坐标按照由1减

少到一1，再由一1增大到1的规律连续地、周而

复始地变化，纵坐标也有类似的变化规律”等，同

样有一个共同特征，经过相同时刻后考察对象可

重复出现，将其特征抽象直观描述函数经过不同

的自变量值，函数值重复出现，实现第一次抽象，

有了这些经验后，用严密的数学语言及

f(x+T)=，(z)加以表征实现第二次抽象．

3．3鼓励学生自主总结归纳。养成抽象概括的

习惯

学生的数学抽象素养是从点点滴滴的细微处

开始培养，是日积月累的潜移默化的过程．当我们

上完一节课或者学习完一个章节时，教师就可引

导学生对所学内容进行归纳总结．可用列表的方

式归纳本章节的基础知识是什么，知识间的前后

关联是什么，解题的思想方法是什么，解题要令是

什么，也可以用画思维导图的方式寻找本章节知

识点与数学思想方法相互间的联系．这种概括不

但是对所学数学知识的复习与巩固，而且从中能

锻炼学生对所学知识的提炼与概括能力，进而培

养学生的数学抽象素养．例如学习完圆锥曲线可

引导学生总结圆锥曲线是一门用代数方法研究圆

锥曲线几何性质的一门学科，常见的较难题是求

轨迹方程及与圆锥曲线有关的综合计算问题、范

围问题、最大值最小值问题、是否存在问题、定点

定值定向问题、对称问题、求证问题，解题常用方

法有定义法、弦长韦达定理联用法、设而不求整体

处理法、设参用参消参法、平面几何法等，事实上

根据题型的通法解决问题是从一般到特殊的强抽

象．因此，复习课、方法总结课是培养数学抽象素

养的一类重要课型．

3．4 学会联想、推广、变式、类比等方法，掌握数

学抽象的必要方法

教师在教授立体几何时可让学生类比平面几

何的性质，教授等比数列时可类比等差数列，双曲

线可类比椭圆，计数原理中分类和分步的类比等

等，这不仅能提高学生的学习兴趣，还能给学生提

供锻炼数学抽象概括能力的机会．例如在学习扇

形面积、球体体积时，用类比思想让学生认识到圆

面积公式与三角形面积公式，球体体积公式与锥

体体积本质上都是分别相同的．事实上，借助极限

思想，将圆周咒等分，当竹趋于无穷大时，每一等

分可看成一个小三角形，这些三角形面积的和的

极限就是圆的面积，由此可见，圆面积公式与三角

形面积公式结构相同，抽象地看圆面积公式与三

角形面积公式是一致的，是三角形面积公式的推

万方数据



26 数学通报 2019年第58卷第8期

广，同理球体体积公式可抽象成锥体体积的推广．

在教学过程中，教师可以通过一题多解，一题

多变，多题一解，引导学生从不同思路、不同的视

角认识问题，将同一问题抽象为不同的数学模型

或经过多题一解抽象出一个模型，从中培养学生

的归纳和概括的能力．例如函数教学时，可给出如

下一组问题，引导学生概括．

(1)(2002年高考全国理科卷)已知函数

f(x)=南，
则∑，(忌)+∑厂(专)’——；
(2)(2017年上海高中数学竞赛)已知函数

⋯ 1。2，【z)2—x+—l十研’
则∑f(tank。)一——；
(3)(2017年全国高中数学联赛四川初赛)已

知函姒加燕／．0-，则茎，(南)一一；知函数厂(z)2磊币，则善，(茄西)一——；
(4)(2012年全国高中数学联赛吉林初赛)方

程2(x一1)sin玎x+1=0在区间[一2，4]内所有

解之和等于 ；

(5)(2016年高考全国Ⅱ卷理科第12题)已

知函数，(z)(z∈R)满足，(一z)一2一，(z)，若

函数y—x—-1—"-1与f(z)的图象的交点分别为(z，，

Y1)，(z2，y2)，⋯，(z。，Y。)，

则≥：(z^+Y^)一 ；

再j

这样的题不胜枚举，但通过抽象概括，有一个

共同规律是合理配对，对称求和．

开展数学建模活动，引导学生根据自身所处

的生活环境，选择诸如池塘里浮萍增长问题、汽车

与油耗问题、打球受伤吃药残留量问题、酒后何时

可驾车问题、潮汐现象与轮船进港问题、摩天轮转

动等有意义的实际问题进行加工提炼，抽象成数

学模型，体验实际问题数学化过程，培养学生用数

学知识解决实际问题的意识和能力．

数学抽象素养培养是长期过程，要根据学生

不同阶段进行有针对性的培养．对低段学生在教

学过程中可充分运用比喻和类比的手段展开教

学，比如复合函数求导可用脱外衣的形象语言作

比喻，函数周期性可用四季轮回帮助理解，不等式

导<兰罟(o<口<6，m>o)证明用糖水溶液中加
U U 7一t

糖可变甜加以理解，其次就是与具体紧密结合，先

从具体内容出发，再上升到抽象理论，实现思维的

跨越．

4引导学生进行数学抽象的一个教学案例

案例 摩天轮是一种大型转轮状的机械建筑

游乐设施，游客坐在摩天轮的座舱里慢慢往上转

时，可以从高处俯瞰四周景色．假定摩天轮的每一

个座舱都在做同一匀速圆周运动．你能用一个合

适的函数模型来刻画座舱(视为质点)距离地面的

相对高度与时间的关系吗?

；|『}：|i荔麟雾誉繇|

l霉l燮1
分析这是一个生活实例，首先将摩天轮抽

象成一个几何图形，把这个生活实例变成一个数

学问题，用数学语言抽述，实现第一次抽象，完成

数学抽象的简约阶段．假设摩天轮的中心离地面

的高度为h。，半径为r，座舱按逆时针方向以角速

度叫匀速转动，座舱的初始位置P。处出发，某游

客从图中P。经过时间￡s时后到达P点，试求该

游客离开地面的高度?

其次，探索上述各参数间相互关系，建立座舱

P运动的数学模型，用数学语言表征，实现二次抽

象，完成数学抽象的符号阶段．

如图1，以0为原点，以与地面AB平行的直

线为z轴建立直角坐标系．设t=O时，座舱M位于

点Po，以OP。为终边的角为够，经过t s后运动到点

P(x，y)．于是，以OP为终边的角为以+9，并且有

y----rsin(a-t+∞)．所以，座舱M距离地面的高度H

与时间t的关系是H—rsin(以+9)+^。．

(下转封底)

万方数据
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C

2500 设咒是正整数，且n≥3，证明：对正实数

z。≤z。≤⋯≤z。，有不等式

兰盟+翌丝+⋯Xn。。lXn．
Z2 Z3 Z1

≥z1+z2+⋯+z。．

(上海市七宝中学李佳伟201101)

(上接第26页)再次，应用模型解决相关数学问

题，进入数学抽象的普适阶段．

应用1如图2，设摩天轮的半径为1(单位

长度)，摩天轮按逆时针做匀速转动，角速度为

lrad／min(每分钟转动1弧度)．假如你在摩天轮

上的P点位置，若P点从图中P，点处开始计算

时间．在如图所示的直角坐标系中，请问大家能否

计算出在确定时间train时，你相对摩天轮中心的

高度h(单位长度)．

解利用模型得h—sinf t--詈1．

J Iy

愆汝。
钇&?
图1

J k／

熙鹣R。
≮罗1气
图2

应用2 某摩天轮最高点距离地面高度为

120 nl，转盘直径为110 in，设置有48个座舱，开

启后按逆时针方向匀速旋转，游客在座舱转到距

离地面最近的位置进舱，转一周大约需要

30 min．

(1)游客甲坐上摩天轮的座舱，开始转动

t min后距离地面的高度为H In，求在转动一周的

过程中，H关于t的函数解析式；

(2)求游客甲在开始转动5 min后距离地面

的高度；

(3)若甲、乙两人分别坐在两个相邻的座舱

里，在运行一周的过程中，求两人距离地面的高度

差h(单位：m)关于t的函数解析式，并求高度差

的最大值(精确到0．1)．

解(1)易知H一55sin(蠢t--T”、+65，
0≤￡≤30；

(2)游客甲距离地面的高度

H一55sin(磊×5一号)+65—37．5；
(3)甲、乙两人距离地面的高度差

矗一I H1一H2『一ss sin(景t一号)一sin(蠢t一鲁)
一110 sin磊sin(蠢t--磊)l，o≤t430．
h的最大值为110sin轰≈7．2．

参考文献

[1]李昌官．数学抽象及其教学[J]．数学教育学报，2017，8(4)：

62——65

[2]史宁中．数学的抽象口]．数学教育学报，2008，8(5)：169—178

E3]张金良．名师面对面之数学核心素养谈[M]．杭州；浙江教育

出版社，2018，11

，J||||j则』I卧啦4|J8|Jf||11||i’刊号：笔簧斋黼薏兽曼竺5邮0局1订购毒翥蹇篡：j：：)j：霉
万方数据


