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直观把握数学本质动态提升思维品质
——从教材中一个立体几何问题例谈变式教学

李 健

(江苏省外国语学校215104)

随着社会的飞速进步与科学的迅猛发展，人

们对数学的认知不再停留于“工具”层面，而是将

其视为改变思维方式的重要途径，这就要求高中

数学老师必须将这种变化融入到日常的教学中．

章建跃博士认为：数学教学的主要目标就是使学

生在获得“四基”和“四能”的过程中发展思维能

力．[11这与变式教学中“通过不断迁移问题的非本

质属性、不断变更思维角度来把握问题本质、提高

思维能力”的教学模式不谋而合．新课标中指出

“直观想象是探索和形成论证思路、进行数学推

理、构建抽象结构的思维基础”．[2 3所以笔者借助

于教材(苏教版必修2)51--52页“阅读”中的一个

立体几何问题，以课堂教学为呈现方式，例谈变式

教学在高中教学中如何有效提升学生的数学思维

品质的．

1教学背景概述

在必修2立体几何这一章学完后，针对高一

学生的学情和特点，笔者设计了一个微型专题，将

立体几何中一些常见问题的解决思路嵌入至“正

四面体”和“正方体”这两个最常见的直观载体中，

以期引导学生梳理立体几何中的重难点定理和应

用，深化学生对“点、线、面”位置关系的认知，从而

达到“示以思维之道”教学目的．

2课堂教学实录

2．1设置变式情境，培养类比思维方式

师：各位同学，在平面几何里有这样一个问

题：【问题1】‘‘若P是边长为a正三角形内一点，

求P点到该三角形三边的距离之和”．你能给出

解题思路吗?

生：如图(图1)，设P点到三边的垂线段分别

为PD、PE、PF，先通过连接PA、PB、PC可将正

三角形ABC分割成三个小三角形，再利用“等积

法，，．S△邶。_S△附。+s雠+s一净譬口2_
I(pD+PE+PF)口净PD+PE+PF=争．

A

E

图1

C

师追问：从中你可以看出有何种结论?

生：正三角形内任意一点到三边的距离之和

是一定值，为正三角形的高．

师：很好!下面我将该问题提升一个维度，

【问题2】‘‘若P是棱长为口正四面体内一点，求P

点到该四面体四个面的距离之和”，首先，对于正

四面体，大家能否猜想出一个类似的结论?

生：正四面体内任意一点到其四个面的距离

之和为一定值，且该定值为正四面体的高．

师：回答的非常好!刚才这位同学在猜想该

结论时利用了“类比”的思维方式，即根据这两个

对象在某些方面的相同或者相似之处推断出它们

在其他方面有相同或相似点，这种创造性的思维

方式值得表扬，但其真实性是否可靠还需要大家

来进行探究．

(学生进行思考和互动讨论)

生：依然可以“类比”，利用“分割法”和“等积

法”解决问题．如图(图2—1)，设正四面体的一个

表面正三角形面积为s，高为h，P点到四个表面
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的垂线段分别为PE、PF、PG、PH，连接PA、

PB、PC、PD可将正四面体ABCD分割成四个小

三棱锥，再利用“等(体)积法”解决问题：

月

C

图2-1

VABcD=VP—ABc+VP—ABD+VP—AcD+VP一彤D

≥÷sh=I(pE+PF+PG+PH)s
=>PE+PF+PG+PH—h．

师：非常好!接下来如何求出正四面体的高

h呢?

生：连接点A与底面正三角形中心O(图2—

2)，OA即为正四面体的高，

4

C

D

易求得OD一号DE=T；×譬口一雩口，易求得 一号DE=‘×等口一等口，

则OA=％／a2一(譬口)。一譬n．
2．2深化变式题型。提升形象思维能力

师：接下来继续探讨正四面体：【问题3】已知

正四面体的棱长为n，求其内切球的半径．

生：如图(图3)，设内切球0与正四面体的各

个面的切点分别为E、F、G、H，则根据上个问题

的结论，不难得出：

C

图3

D

PE+PF+PG+PH=矗=娑口，

且PE=PF=PG=PH=r(r为内切球半径)，

所以r=百1^=锈口．
师追问：如果要你求其外接球的半径呢?(变

题：【问题4】已知正四面体的棱长为口，求其外接

球的半径)

生甲：因为外接球的球心M到B、C、D的距

离相等(图4—1)，所以M在正四面体ABCD的高

OA上(O为底面正三角形的中心)，从而01M上平

面BCD，ODC平面BCD=>OM上OD，在直角三

角形DOM中，由MD2一OAf+OD2，结合问题2

的相关结论可得R2_(争一R)2+(争)2≥R
一竽日(R为外接球半径)．

D

C

图4-1

生乙：结合甲同学的思路，由MA=MB=MC

=MD不难得出外接球球心M到正四面体四个

面的距离也相等，所以M同时也是内切球的球

心，利用问题2和问题3中的结论OA一枣口，oM

一每’由MD=OA—OM=争一参=aR=MD
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一--雩--a．
e-I：_丙：如图(图4—2)可以将正四面体补成一

个正方体，则正四面体外接球即为该正方体的外

接球，因为正四面体棱长为口，所以正方体棱长为

争删体对角线长为乒净R=孚．

图4—2

师：上述3位同学解决问题的过程都很精彩，

甲、乙两位同学解决问题的思路是对问题2、3的

思维延续．而丙同学则另辟蹊径，将“正四面体‘嵌

入’至正方体中”，相较于之前的“分割法”这里他

采用的是“补体法”．总而言之，“割补”的思维途径

也是我们解决立体几何问题的有利武器．

2．3串讲变式解法。激活发散思维热情

师：感谢丙同学为我们开辟了一条研究正四

面体的新的思维通道，接下来我们借助于这个正

四面体的“好兄弟”——正方体，来重新审视我们

之前研究的问题：【问题5】正方体ABCD—

A。B，C1D。棱长为a，求四面体AB。CD。的体积．

生：首先，易得出四面体AB。CD，为一正四面

体，可以类比之前解决问题的思维方式，利用“割

补法”解决问题(图5)，即用正方体的体积减去四

个完全全等的三棱锥的体积

Dl Cl

图5

C

(VA—日1CDl=V正方体一4K—A181Dl=寺以3)．

师：很好!沿着这条思路，你是否找到一种求

正四面体AB，CD，高的解题方法?

生：利用等(体)积法求出其高为妻屈．
0

师追问：你能发现正四面体AB。CD，的高与

正方体ABCD—A。B，C。D。体对角线的长度关

系吗?

生：正四面体AB。CD，的高是正方体ABCD
o

—A。B，c。D。体对角线的长度的÷．
J

师．【问题6】观察图6，结合本章所学的知识

和上述研究的结论，请大家探究图中的平面

AB。D。与平面BC。D都包含哪些几何性质，你能

否给出证明过程?

DI C1

图6

C

生：(1)结合正方体的几何性质，通过“面面平

行的判定定理”可证得平面AB，D，平行于平面

BC。D；(2)根据正方体的几何性质和“线面垂直的

判定定理”可证得平面AB，D。、平面BC，D与正

方体对角线A，C垂直；(3)利用问题5的结论可

得到平面AB。D。和平面BC。D将正方体对角线

A1C三等分．

师：上述探究出来的结论(1)(2)的证明过程

请大家课后完善，接下来请你根据结论(1)(2)探

寻一条得到问题5结论的新思路．

生：设A1 C与平面AB。D1、平面BCl D分别

交于点E、F，由结论(2)可知A。E即为四面体

A，一AB，D，的底面AB。D。的高，用等(体)积法易
吒 E

求得A。E一等口，同理可得CF=V百。口，故而EF=
o o

五

。等n，结合结论(1)得出面AB。D。和平面BC。D将
。

正方体对角线A。C三等分．
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师：非常好!上述的一系列解决问题的过程

帮助我们找到了又一条求正四面体高的简捷途

径，即为所“嵌入”正方体对角线的三分之二，并让

我们直观感知了正四面体与正方体的“亲密关

系”，同时拓展了一类问题的解题思路，例如本节

课多次涉及的“分割和等积”，可谓“一石三鸟”1

2．4反思变式过程。构建动态思维导图

师总结：回顾刚才的探究过程，我们不难发

现，对于同一个问题我们可以从不同角度去审视，

采用多种方法、多种途径去解决；同样，多个具有

相同或者相似特质的问题，我们可以通过挖掘其

共性，找到贯穿这类问题始终的解题思路，把握其

“题根”，也可以用同一种方法去解决．如此一来，

便动态生成了我们本节课思考问题的脉络，我用

如下的思维导图进行呈现：

3课后教学感悟

3．1 一题多解——变式教学激发思维活力

美国著名的数学家波利亚认为：掌握数学就
意味着善于解题，希望提高学生解题能力的教师，

必须培养学生的兴趣．“一题多解”是得到广泛认

可的提升学生解题兴趣和思维能力的变式教学模

式．笔者在本节课的授课中，明显感受到了学生的

两个思维热情高点，一是在探究问题4时，丙同学

新颖的解题思路点燃了不少同学的思维热情；二

是利用问题6得出的几何结论，再通过思考探究

得到“求正四面体高”的又一方法时，不少同学流

露出兴奋的情绪．从浅层面的表象来看，学生对于

追求新颖、简便的解题方法充满了浓厚的兴趣，是

一种天性和本能；但从深层次的角度分析，其实是

教师通过教学设计，利用求异思维和辐射思维帮

助学生冲破了思维定势的束缚，给与了学生持续

思考的动力．正是注入了这股思维活力，往往会驱

使我们的教学过程由“一题多解”最终转变为“一

题优解”，从而实现教学效果的进一步优化．

3．2 多题一解——变式教学把握思维本质

本节课中，笔者设置了一系列变式题组，研究

的主体对象也发生了两次变化，即正三角形变成

了正四面体，正四面体又变成了正方体．但是在教

学过程中笔者发现，无论是研究对象的维度发生

了变化还是所要解决的问题发生了变化，学生都

可以在思考探究的过程中感知三者的共同之处，

并自觉不自觉地用同一种思维方式去发现它们的

内在联系．“类比”、“割补法”和“等积法”之所以能

贯穿始终，是因为从思维的角度，学生都在努力从

不同层面去类化它们，这符合高一学生的认知规

律．所以在数学教学中，也可以利用“多题一解”的

变式教学途径，类化不同变式的共同属性而突出

问题的本质属性．[3 3

3．3师导生究——变式教学理清思维脉络

新课标倡导要将培养“自主与创新”意识渗透

到教学活动的各个环节，但这不意味着教学活动

是“信马由缰”．所谓“道而弗牵”，教师应该是用

“引导学生探究”来替代“牵着学生走”．该微专题

的目标指向性比较明确，即以学生熟悉的三个几

何体为载体，设置问题串引导学生探究其几何共

性，不是“为了解题而解题”，而是在探究问题的过

程中动态升华其直观思维．例如设置变式问题4，

目的是引导学生借助“外接球”这个思维纽带将正

四面体与正方体有效地桥接在一起，承上启下地

探究两者的共同属性．数学的价值常常处于“潜形

态”，这就需要教师采取必要的教学措施和具体的

教学手段，通过不懈的努力让学生真正体会到、感

受到．[4 3这也是教师不断引导学生自主探究的意

义所在．

数学学科核心素养本质上反映的是数学的思

维品质，基于核心素养的数学课堂应立足于学生

思维品质的培养而成为“思维之树常青”的课

堂．[5]把握问题的本质使“思维之树”的主干坚韧

挺拔，思维的动态迁移让“思维之树”的枝芽青葱

繁茂，这种“不变”与“变”的辩证统一正是变式教

学的魅力所在．
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