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例谈高中数学教学中整体思维的应用

任晓松

(苏州市吴江区教研室215200)

数学中的分析，必然要着眼于一个一个的局

部，但是任何局部都不是问题本身．在所有局部分

析清楚以后，也不自然导致对问题本身的认识．格

式塔心理学派的核心观点是：“整体大于部分之

和”，这“大于”的部分才是认识问题的最后关键．

为了使这“大于”的部分得以形成，我们必须持有

整体思维．即在思维中尽量保持联系的、全面的、

辩证的观点，在思维的最后则必须形成整体认知．

下面结合实例从五个方面谈谈在高中数学教

学中如何应用整体思维．

1整体观察。凸显本源

例1若口，b，c都是区间(0，1)内的实数，求
1

证a(1--b)，6(1--c)，c(1一n)不可能全部大于÷．
吐

思考与分析 如果单独看，a(1—6)，b(1—
1

c)，c(1-a)中的任何一个都可以大于÷，从任何

一个人手都无法推出所要的结论．而若注意到所

给的三个式子之间有密切的交叉联系，因此放在

一起做全面的分析，得如下解法：
1

假设口(1--b)，6(1-c)，f(1-a)全部大于÷，

1

则a(1--b)·6(1--c)·c(1-a)>赤．而口(1--b)·
U‘士

b(1-c)·c(1-a)=口(1-a)·b(1--b)·c(1-c)≤

1 1 1 1

{。{‘寺一面1，这与假设矛盾·
一般地，问题的合理性或者说思维的无矛盾

性都是基于整体而言的，整体的和谐才是无矛盾．

任何矛盾也都不是对单一元素而言的，至少牵扯

到矛盾的双方．由此知在实施反证法时，构造矛盾

的一个特别有效的策略就是“整体构造”．

2整体认识。暂代细节

例2不等式logox—In2x<4(盘>o且口≠1)

对任意z∈(1，100)恒成立，则实数a的取值范围

为 ．

思考与分析 如果认为此题中的不等式是超

越不等式，则思维就陷入盲区．联系到题中还有

lnx,如果把l。g。z变形为鬻则可使整个式子在形
式上得以统一．对于变形后的不等式广lax—ln。z<

4，只要将其看作以lnx为变量的二次不等式，则

问题解决的整体思路就非常清晰了．

接下来的具体操作中，注意到z∈(1，100)从

而lnxE(o，lnl00)，即变量lnx为正数，从而将不

等式进行参变分离得而1<意+1nz·注意这里分

离出志而不是lna,更不是分离口，一是这样的结
构最为简单明晰，不等式的右边是基本不等式的

结构·二是在运算过程中，把志看作是一个整体，

通过求出其整体的取值范围忐<4，从而求出

口∈(o，1)U(e寺，+∞)．这是具体运算上的一种

整体规划，先求亡的范围，再求实数口的范围更

加容易．

上述过程中有对式子结构的整体分析，有对

解题过程的整体预见，后者尤其带给我们极为愉

悦的体验．当我们认为此问题是二次不等式问题

而非超越不等式以后，整个局面就彻底转变．后面

的“参变分离”，我们并没有分离出口来，而是分离

出÷，这也是基于对解题过程的整体预见．

3整体对比。凸显变化

例3 已知函数，(z)是定义在R上的偶函
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数，满足，(z+2)=厂(z)，且当z∈Eo，1]时，

厂(z)一z2--1，g(z)=l093z，贝0函数^(z)=厂(z)+

g(z)有 个零点．

思考与分析此题根据数形结合很容易得到

答案是2，看似观察图形非常简单可以获得答案．

事实上我们手绘的图形比较粗略，图形的作用更

多是给我们思维上的启示，但仅局限于图形会限

制我们的思维．在此题中，我们适当对条件加以变

化，如把底数由3改为1．1，即g(z)=log¨z，假

如我们仅仅局限用图形来分析的话，对数函数图

形的趋势不变，因而看似答案应该是不会有所变

化的，但事实并非如此．对于图形问题的深入分

析，我们必须借助于代数分析．要透彻地解决这个

问题，我们不妨把这个问题回归到更一般的形式，

把底数用参数口来替代，即研究函数g(z)一

log。z(n>1)时，是否答案始终为2呢?此时
1

h(z)=≯一1一log。z(n>1)，h(z)一2x一÷，
—jlIl“

故1<a≤√e时，h。(z)≤0，即此时h(z)在

(0，1]上单调递减，即z∈(o，1]时，h(z)≥

^(1)，由此可得，z∈(o，1]时z2—1≥log。z，由此

可知在1<口<√e时，零点的个数为1，即前面底数

为1．1时，答案也不为2．

将特殊的问题还原其一般性，这让我们能站

在更高的高度来观察问题的全貌，这也是整体思

维处理的一种重要方式．把问题一般化，是一个还

原问题全貌的过程，我们通过把握细节的变化，从

而对原来的问题有更加全面、缜密、细致的认识和

体会．例3问题在课堂教学中，我们可以通过几何

画板的演示，通过对参数n的变化，而演示图形的

变化．这个演示过程，能让学生有整体的直观感

受，可以清晰的观察到零点个数从2个到1个的

变化．但几何画板中呈现的变化仅是让学生产生

直观，如何内化为严谨的逻辑推理，就需要我们用

代数的方法去分析、推理、论证．形数必须结合，依

托于数据的分析的图形才是全面的、整体的，我们

的分析和思考才能做到因微而准，因微而细．

4整体入手。以静制动

例4 已知，2∈N。，数列{a。)的各项均为正

n2—J一们数，前，z项和为s。，若对任意竹∈N。，S。一￥

恒成立，求数列{a。}的通项公式．

思考与分析此题思路非常明确，由2S．=n：

+竹，可得当咒≥2时，2S．一，=口：一，+咒一1，作差，化

简可得(口。一1)2一以。2—1=0，即n。一a。一1=1或a。

+a。一，一1．同时，对于给定恒等式中，令n一1、2，

可解得口，=1和a：=2．此处可能有一个思维的误

区，即根据a1—1，a2=2得a1+口z=3否定后一

个关系式a。+a。一，=1．但是，这样的“否定”是错

误的．此错误的产生又是基于一个错误的整体认

识，即对于逻辑连接词“或”的错误认识，它不是

“对于任意的正整数以，都有a。--a。一。=l”，或“对

于任意的正整数行，都有a。+a。一，=1”，而是“a。一

a。一。=1或a。+口。一。一1”在具体孢值时的二选一．

要证a。+a一=1恒不成立，即实际上不存在任
何的挖值使得它成立．证明“不存在”，我们想到了

反证法．为此必须找到一个有力的抓手，由于a，+

a：=3，因此“设行。(挖。>2)是满足上式最小的正

整数，即a‰+n犷。一1”．这个最小的no把数列分

割成前后两段，前面一段全部满足a。--a。一。=1．由

于ah+n。．一，一1且各项为正数，故a‰一。∈(o，1)，

而a‰一，--a％一：=1，可得ah一。为负数，这与数列各

项均为正数相矛盾．由此可知原假设错误，即数列

{a。)只满足口。一a。一，一1(咒≥2)，故数列{口。)为

等差数列，通项公式为a。一n．

在整体思维中，从动态的环节中如何找到不

变的，以静制动是其思维方式的一种重要体现．在

例4中，数列的项是一个变化的过程，在无穷项的

数列中的每一项都要对两种递推关系进行二选

一，其不确定性给思维带来了巨大的困难．但把该

数列看成一个整体，从这个大的视角出发我们很

容易思考到在首个“等和关系a。。+口‰一。=l”之前

都是“等差关系a。--a。一，=1”，这就是以静制动思

维的体现．动态和静态是一对矛盾的统一体，动态

呈现问题各个环节之间的相互联系、相互制约的

关系，而我们能从动中找到不动，则可以从更高的

维度分析、处理他们之间的关联，为解决问题找到

突破口．

5整体运算。把握结构

例5如图，平面直角坐标系xOy中，椭圆
～2

E：等+y2—1，M(一1，0)．A，B分别是椭圆E的
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左、右顶点，F是椭圆的右焦点．若P(x。，Y。)是椭

圆上不同于A，B的任一点，求P处的切线z

方程．

弘 L

厂。 、、。
爿＼ M0 F／8勇
＼～ 一／

思考与分析 此题的解题思路是设切线Z的

斜率k，得到Z方程Y--y。=忌(z一勘)代入椭圆E

的方程，消去y(或者z)，再根据直线Z是椭圆E

的切线，计算所得方程的△=0即可．但学生往往

不能顺利解答，因为在联立所得方程的展开项非

常多，容易算错(或者写错)．同时由于项数过多，

导致接下去学生无法有效的计算△．这里学生出

现的计算问题，主要在于学生没有明晰消去Y后，

所得方程是关于z的一元二次方程的代数结构．

如果能明确把握方程的结构，那么在运算过程中

可把Y—Yo—k(z—zo)改写成Y=kx一(kxo—

Y。)再代入．这个小小的改变，使得展开时按X项

降次排列变得非常自然、简便，极容易按照二次

项、一次项和常数项写成：

(4k2+1)z2+8k(Yo一‰)z+4(Yo一是勘)2—4=0，
再考虑要计算该二次方程的△，因此常数项不宜

展开，考虑结构的关系，64k2(弘--kx。)2在常数

项不展开的过程中可相消，有效减少运算量．计算

△----0，也必须明晰我们解答的指向是求解切线l

的斜率k，因此化简为关于忌的一元二次方程

(4一z：)忌2+2x。y。k+(1一y5)=0，再结合

P(x。，y。)是椭圆上的一点，代换该方程的二次项
个2

和常数项系数，得4ygk2+2x。y。是+竿=0，此为
t

完全平方，故可求得斜率忌=一·：等，由此可得切
吐Yo

线2方程为zoz+4y。y一4=0．

此解答中，可以看到算法的作用非常大，假如

按公式展开，没有整体的设想，会给运算造成极大

的困扰．数学需要运算，但是在运算之前首先要思

考一下“算理’’和“算法”，尽量简化运算，这就必须

从整体对解答进行预设，合理的预设又来源于对

题目的解答有清晰的分析和思考．在此过程中，要

考虑代数式的结构，考虑结果的导向以及考虑数

据的有效代换，这些都为简化运算、提高运算能力

起了很大的作用．这里的整体思维不仅能减少运

算量，更为关键地是培养学生整体分析、把握问题

的能力，从而有效提升其数学运算素养．

以上五个例子，从不同的侧面来谈及高中数

学教学中整体思维的引导．坚持整体思维的教学

有助于学生逐步形成整体意识，从而养成学生能

全面的、从全局考虑问题的习惯．这让学生不仅只

看到数学问题的局部，更重要的使其会分析整体

与局部、整体与结构的关系，从而把握问题的本质

和规律．整体意识有助于学生用全局观念处理问

题，从多个方面、多个维度研究问题，避免片面性，

这对学生的学习和今后的工作都有重要的作用．

(上接第46页)

本题通过给定一个圆周角的图示，要求学生

读懂图中的信息，探索并尝试表示特殊位置时阴

影面积的值．在运动变化的过程中寻找变与不变，

以此来考查学生运用图形描述、分析解决问题的
直观想象和逻辑推理的数学素养．

在新时代背景下，北京高考数学开启了高考

改革的新征程．试卷以立德树人为立足点，着力于

数学知识和方法，数学文化和应用的考查，回归学

生发展，回归数学本质，回归教育规律，导向中学

对“具备自觉的数量观念的人”、“具备严密推理逻

辑的人”、“具备高度抽象概括的人”、“具备一丝不

苟、精益求精作风的人”的“四具备”人才的培养，

引导教学在核心概念和主干知识的掌握、数学学

科本质的理解、知识联系和知识网络的建构、数学

思想方法的领悟、数学模型的建立和问题解决能

力的培养、数学素养的达成等六个方面下功夫，用

立德树人铸魂，熔铸于理性思维和人文精神，努力

打造绿色高考新形态．
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