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关注生之误谋划教之变

任晓松

(苏州市吴江区教研室215200)

纠正学生的错误，是教学中一项常规工作，在

讲解学生错题时，如果只从问题的正确解答过程

去分析，而不是引导学生思考，忽视对错误原因的

梳理，将错失教育的良机，直接阻碍问题的根本解

决．通过错题教学，不仅要让学生知道自己错了，

还要让他们知道为什么错．而教师则不限于此，还

应该知道其中更深层次的原因，比如知识结构的

缺陷、元认知的缺陷、系统性的能力缺陷等等．

辩证地看，学生在数学课中的错误是学生对

数学知识不断理解和建构过程中的正常现象．[1]

重视对学生错误的成因的分析，有依据、有针对性

地对学生加以引导和矫正，既是“以学生为主体”

教学理念的体现，也是使这一理念得以落实的具

体措施．也就是说，它兼具教学观和教学法的功

能，对于一线教师来说至为有用．概括地说，下面

三点对于学生认识错误和改正错误至关重要：整

体性认知、一般化认知、对比与变化．

1整体思考．注重逻辑

例l如图所示，正方体的棱长为2，以其所

有面的中心为顶点的多面体的体积为 ．

该题是2018年普通高等学校招生全国统一

考试(江苏卷)的第10题，题目比较简洁，学生的

解题思路也比较明确，就是将多面体分割成上、下

两个一致的正四棱锥．

错误分析：这个题目错误的学生不多，学生错

误的答案比较集中是4和÷，与标准答案÷相比，
o o

前者是正确答案的三倍，后者是正确答案的二分

之一，这与学生在平时解答这类问题的不良解题

习惯是密不可分的．学生对这类问题的解答喜欢

眉毛胡子一把抓，看似是应用整体处理，但实质缺

乏内在逻辑层次．设多面体的体积是V，y一2·
，1 、 ■

f÷·(在)2·1 1=÷，这样缺乏层次感的解答，
、o ， ．)

极易在一些细节上发生错误．从错误答案分析，前

者的错误是误将三棱锥当作棱柱，后者的错误是

误将正方形当作三角形．这类错误教师不能仅仅

认为是学生粗心造成的，更为深层次的原因在于，

学生的这种做法，将所有的思维点都混在一起，缺

乏思维的逻辑层次，而造成学生某种程度上的思

维紊乱或思维不足．

教学建议：整体思考的关键就是需要透过问

题纷繁的表象，找到问题的本源来分析、思考．问

题的解决就是矛盾论的体现，因而我们必须找到

主要的矛盾，以此为抓手来思考．[2]对于这个题

目，就是将多面体如何转化为可求几何体的模型，

即分割为两个一致的正四棱锥求解，这个方向就

是整体思考的结果．而解决问题的过程，教师应该

指导学生要有层次感，要构筑解决问题的步骤，这

些步骤要有明确的逻辑顺序．这个问题的解决可

分为四个步骤：一、确定所求正四棱锥的底和高；

二、求出其底的面积和高的值；三、将底面积和高

的值代人相应的体积公式，并求解；四、求出多面

体的体积．谋划步骤依赖于逻辑顺序的确立，著名

数学教育学家G·波利亚在《怎样解题》一文中所

提及的“拟定计划”、“实现计划”，它的作用就是让

学生明晰解题步骤及要求．对于所确定的每个步

骤，学生落实所需的思维比较单一、简单，有效防
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止思维紊乱，有助于学生解决问题的效率和正确

率．这样的例子其实比比皆是，譬如对函数

，(z)一sinz·co她求导，此处运算需要兼顾乘法

的求导法则和三角函数的求导公式，但逻辑顺序

是求导法则在先，应用三角函数求导公式在后，所

以教学时建议先用法则，得到／(z)一(siM)+·

cosz+sinz·(cosz)‘，再用求导公式，得／(z)=

cos2z—sin2z．由此可见，在整体思考的框架下，

强调问题解决步骤的规划，有助于培养学生处理

问题先后次序的逻辑感，而这种解题教学中培养

学生的条理性，可以让学生终生受益，将极大影响

其处事方式，这正是数学教学培养人逻辑特质的

重要一面．

2淡化技巧。强调通法

例2在△ABc中，么A=等，D是BC的中
。

丽

点，若AD≤等Bc，则sinBsinc的最大值为

该题是江苏省南京市2020届高三年级第三

次模拟考试的第14题，是以三角形为背景求最值

问题，难度较大．分析题目，第一步是根据条件获

得边角关系，学生也容易从向量角度出发，将AD

≤华Bc转化为劢z≤昙．蔚z，这样转换，主要

考虑向量中点公式劢：挈，结合边角关系
和么A=罢，可得62+6c+c2≤2口2．第二步，就是

从获得的不等关系找寻方法，求sinBsinC的最

大值．

错误分析：大多数学生的答案是去，从这个错

误答案，教师可以知道学生的错误就是在第二步．

对于不等式62+如+f2≤2口2，学生结合结果一定

会考虑用正弦定理将不等式转化为sin2B+

sinBsinC+sin2C≤2 sin2A，接下去考虑基本不等

式sin2B+sin2c≥2sinBsinc再结合么A一詈，从

而得到错误答案．学生的错误在于没有考虑基本

不等式成立的条件，该问题中等号在sinB—sinC

厢

=等时成立，而在此条件下的三角形是不存

在的．

教学建议：和学生交流，一些学生反应，他并

非不知道此处用基本不等式是错误的，但他找不

到其他合适的做法．可见，对于这些学生，他发现

了问题，但他没能够“再发现”办法去解决这个问

题．某些教师的讲解直接应用参考答案的做法，它

将不等式6z+缸+cz≤2nz转化为丝±喾≤
．2——L．

‰≯，然后不等式左边应用余弦定理，不等式右

边应用正弦定理，可得c。sA≤瓦盐一专，再
代入么A=詈，可得答案为昔．参考答案的解答很

o o

漂亮，同时也极具创造性，但学生的疑问就在于为

何要在不等式左边构造余弦定理，这样的课堂教

学，学生的接受是盲目的、被动的．分析最值问题

解决的通法，构造不等式、应用基本不等式和构造

函数是一些基本途径，对于这个问题，应用基本不

等式被发现已经不适合，那么能否从构造函数上

去思考．基于结果，学生将不等式62+6c+f2≤

2口2转化为sin2B+sinBsinC+sin2C≤2 sin2A，此

处如何将sin2B+sin2C转化为sinBsinC是问题

的关键，学生错用基本不等式也是基于此考虑，考

虑完全平方公式，固然可以找到两者的关联，但由

于sinB+sinC不是定值，无助于问题的解决．正

确的做法是应用余弦定理口2—62+cz一26fcosA

的变式sin2A—sin2B+sin2C一2sinBsinCcosA，代

人么A一詈，可得sin2B+sin2c—sinBsinc+÷，

再将该式代人前面不等式即可求解．对于这个问

题，在应用基本不等式这个解决问题的办法行不

通的结果下，从应用函数求最值问题的通法人手，

通过变量归一的方法，学生就能够“再发现”该题

的解决办法，函数思想是该解答办法之“源”．此处

再回顾参考答案的解答，学生就可以明白，其在不

等式左边构造余弦定理，也是意在变量归一，参考

答案的做法是将62+f2转化为6f，两者是殊途同

归．经过这个教学历程，学生从“迷茫”到“懂得”，

最后到“通透”，体会数学之美和数学之巧，对于这

类问题也能有更加深刻的理解．解题教学中重视

通法，目的是让学生建立上位概念，使其产生一般

化认知，错误在用上位概念来的视角下才能看清
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楚．譬如一些学生对于命题“若数列{口。)满足

口。+l一‰一2(，l≥2且，l∈N。)，则{口。)是等差数

列”判断有误，固然他是受“口。一口。一。=2(竹≥2且

，l∈N’)”这种结构的影响，但究其原因，还是他没

有充分理解等差数列的概念，也就是他对于上位

概念有所缺失．如果一个数列从第二项起，每一项

与它的前一项的差等于同一常数，那么这个数列

就叫做等差数列．可见等差数列概念中，明确“从

第二项起，每一项”这个“全”和“差等于同一常

数”的概念应用的关键，而在递推关系中，能否做

到“全”就在于前几项特别是口。一口。的值是否满

足要求(视递推关系的具体条件而定)．学生只有

切实理解等差数列概念，那么他面对其他递推模

式，如口抖l一纵=口。一‰一1(，l≥2且”∈N。)，他的

判断就不会受结构的影响，这说明学生真正理解

其上位概念，从而产生一般化认知．

3重视对比。感受变化

例3 已知等比数列{口。)的前，l项和为S。，

S‘=5S2，口2—2，则吼= ．

该题是2020年度苏锡常镇四市高三教学情

况调研(二)的第8题，从试题来看，相当简单，但

得分情况非常不理想，平均分只有1分左右，该小

题的满分是5分，也就是说有百分之八十左右的

学生都是做错的．这个题目的解题思路主要有两

种：一是学生根据考虑等式S。一5S。的结构，用整

体代换的思想，设该数列的公比为口，那么S．=S。

+q2S。，从而求出g得解；二是利用基本量口。和

q，讨论口，q=l时等式S。一5S2不能成立，q≠1

一，1一～4、时等式s．=5s。可转化为生荨型一5·
工 q

一，1——一2、竖苹型，结合口l≠o和口≠1，求出口得解．
上 q

错误分析：从两种解法来看，显然解法一更加

简洁，解题过程数列的基本量和性质兼顾，学生也

大多选择用这种解法解题，但大多数学生的犯错

也在于此．在等式S。+q2S。；5S。的运算中，学生

忽视考虑S。≠O，而造成漏解，故很多学生的答案

是32，而正确的答案是2或32．那么，错误仅仅是

因为学生未分类讨论而造成吗?事实上，教学中

教师对等式的两边约去同一个数，该数必须不为

0，则新等式仍然成立，强调非常多．而另一些学生

一，1一—4、用解法二解答，在等式丝荨型=5·

丝苹型的运算中，也需要考虑口2=1的解，从
上 q

结果来看，这部分学生也很少犯错．可见，未分类

讨论，只是错误呈现的一个表象，但非真正的原因

所在．通过对学生访谈，学生对未考虑S。≠o的原

因主要有两点：一是小部分学生认为，等式要求解

的值是口而非S。，因此对S：未多加考虑；二是大

多数学生反映，直觉S。的值不应该为o．可见，学

生直觉认为S。的值不应该为O，是该题错误解答

的问题所在，而这一错误正是李善良教授在“数学

概念学习中的错误分析”所指的“合理性”错误．

“合理性”错误，指用原来的思维审视新的概念，按

过去的经验、结论、方法对概念做“合理”的推广，

不自觉地对思维进行限制等错误．[3]学生之所以

直觉认为S：的值不应该为o，是因为等比数列的

一个结论，等比数列的公比和任何一项均不为0，

这个结论对S。的值的思考产生负迁移，学生潜意

识中把Sz作为数列的一项，从而认为其一定不

为0．

教学建议：根据“合理性”错误的概念，可见产

生该错误的原因就在于合情推理应用上存在问

题，而之所以应用合情推理，就是因为结构上存在

“同”，因此解决的办法就是重视对比不同，并析清

原因．譬如不等式同乘原理，若口>6，c>o，则口c

>钯，类似于这个结论的三个命题若“口>6，则口c

>6c”、“若口>6，则口c2>6c2”和“若口>6，则导>
f

L

兰”，对于上述命题真伪的判断，不少学生会发生
‘

错误．这个问题属于概念应用，因此教师应先让学

生注意“同”，三个命题都属于不等式同乘原理的

结构，学生发生错误的一个重要原因是在于三个

命题之间的思维相互迁移，学生缺乏对不等式同

乘原理本质的认识．不等式同乘原理本质是不等

式的两边同时乘上一个正数，不等号的方向不变．

要厘清这个本质，教师可将这三个命题同时呈现，

学生很容易从结构上找到同乘的数分别是“c”，
1

“c2"，“去”，而是否适用不等式同乘原理，学生必
‘

须辨析所乘的数是否是一个正数．通过对比，学生

消除三个命题之间思维相互迁移，让学生学会从

问题的源头、数学的本质上去辨析问题，而这正是

解决“合理性”错误的重要途径．数学教学中重视
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对比，不应该仅仅是不同数学现象问的对比，教师

还要注意引导学生关注同一数学现象在变化过程

中的不变因素和可变因素．譬如对于数列z”+

z”一1y+z”一2y2+⋯+zy“一1+y”(z∈R，y∈R)求

和，学生往往从其结构应用等比数列的求和公式

∥f1一f罟n得—∑—』型，但这个答案存在的问题非常
1一上

Z

多．求和是这个问题的要求，但这个数列是否是等

比数列，需要考虑数列是否符合等比数列的概念，

即要对z、y是否为。讨论．在z、了均不为。的情

况下，显然适用等比数列的求和，但公比上与1的
Z

讨论，涉及到等比数列求和公式不同的适用情况．

即使在公比上≠1的条件下，这个数列求和中的

项数是咒还是，z+1需要认定，认为项数为竹的同

学，只是看到题目中幂的指数最大值是咒，而没有

进一步思考，而明确项数既是等比数列求和公式

应用的关键，也是学生的易错点．在学生对问题探

究的过程中，分析可变因素和不变因素的辩证关

系是非常重要的，明晰可变因素的变化对问题解

决的影响，强化对可变因素的分析和讨论，培养了

学生分类处理问题的能力，有助于提高学生思考

问题全面性的能力．

课堂教学中的差错是不可避免的，相较于正

确的单一，差错则更加丰富多彩，教师能否从差错

中悟出道理，它既是对于学生教学主体地位的体

现，也是对自身教育智慧的度量．著名特级教师华

应龙指出，“差错的价值并不止于差错本身，而在

于师生从中获得新的启迪．”[41启迪何来?启迪

来自于思考，在问题解决的过程中启发学生的哲

学思考，将知识联系起来，从而弄清事物的含义，

这既改变了教师的教学，也丰富学生的数学情感

体验．
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3．3“思维可视化”是破解难点的有效方法

华东师范大学刘濯源教授指出：“思维可视

化”是指运用一系列图示技术把本来不可视的思

维(包括：思考方法和思考路径)呈现出来，使其有

清晰可见的过程．本节课中采用在坐标系中画阴

影的方法来分析图像的分布，又在给出图像的最

高点和对称轴后，破解“如何取点”、“如何列表”这

一难题；采用“伸出你的手，画画看”和教者的形体

示意，再用图形计算器加以验证，帮助学生理解

“这样连线”的理由，破解“如何连线”这一难题；对

照二个函数图像，结合函数表达式的特征，破解函

数的最大值和增减性这一难题，这样的“可视化”

教学过程，既可提升学生的学习能力，又能有效提

升教学效能．

3．4注重通性通法才是好的数学教学

章建跃博士认为：“通性”就是概念所反映的

数学基本性质，“通法”就是概念所蕴含的思想方

法[5]．本节课中，结合三大函数的图像，分析三类

图像特征形成的原因，理解三大函数之间的区别

和联系，提炼描述一般函数性质的角度，再用这些

角度步骤化、层次化、可视化去推测新函数图像的

特征，倒逼图像的长相，形成探究函数特征的“通

性通法”，这样的教学有助于学生把握研究问题的

规律，探求数学的本质，提炼数学思想，提升能力

水平，落实数学课程的育人功能，使学生真正从

“长期利益”中得到好处．
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