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F K教室中视角“最佳”的位置问题

安徽省合肥市第四中学　 　 230000　 　 周赛龙　 储炳南

　 　 利用所学的数学知识，从现实情景出发，发现
并提出问题，分析问题，建立和求解模型，检验和完
善模型，并最终解决实际问题，是高中数学建模的主
要过程，也是培养学生数学建模核心素养的必要手
段[1] .本文，笔者将数学中的抽象知识与生活中的实
际问题结合起来，采用数学建模的思想方法，对教室
中视角“最佳” 的位置问题进行了分析探讨，旨在增
强数学知识的趣味性和实用性，提升学生数学学习
的兴趣，提高学生数学应用的意识，培养学生数学建
模的核心素养.
1　 提出问题

我们知道，在教室里坐在不同位座上，看黑板感
受是不一样，这主要是由于在不同位置观看黑板时
视角不同引起的. 一般情况下，当你观看一个物体
时，视角越大，看得就越清晰.根据以上依据， 你能找
出教室中视角“最佳” 的位置吗？
2　 建立模型

图 1

如图 1 所示， 在竖直墙面 α 上有一矩形黑板
ABCD，黑板两竖直边与墙边距离相同.其中， AB ＝
a， AD ＝ b，（a ＞ b） . E、F分别为黑板两竖直边上的
两点，且满足：EF∥ AB∥ CD∥ β，G、H分别为黑板
两水平边上的两点，且满足：GH⊥ β，AD⊥ β ，BC⊥
β.延长 GH交面 β 于点 I.点 P（眼睛） 在水平平面 β
内，边 CD在 β 上方且与 β 的距离 HI 为定值 c.

实际上，当我们在点 P处看黑板时，视角会分为
水平和竖直两个方向，结合观看物体时，视角越大看
得越清晰的理论前提，教室中看黑板最清晰的位置，
应该同时满足如下两个条件：①水平方向上，点P到

黑板的距离 PJ 和 EF 到 β 面的距离 KJ 一定时，
∠EPF度数最大；②竖直方向上，GH与黑板两竖直
边的距离一定时，∠GPH度数最大.
3　 求解模型

3.1　 水平方向上最大视角的求解
如图 1所示，连接线段 PE、PF.当点 P到黑板的

距离 PJ 和 EF到 β 面的距离 KJ 一定时， 点 P到
线段 EF的距离 PK 也固定，记： PK ＝ h.则问题可
转化为如下模型：

如图 2、3所示，在△PEF中，边 EF上的高为线
段 PK，且 PK ＝ h， EF ＝ a均为定值，求∠EPF度
数最大时点 P的位置.

解 　 设 EK ＝ x，记 ∠EPF ＝ θ，∠KPE ＝ α，
∠KPF ＝ β.

（1） 如图 2所示，高 PK的垂足 K在线段 EF 上
时，0 ≤ x≤ a，则：
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图 2　 　 　 　 　 　 　 　 图 3

当 x ＝ a
2
时，（cotθ）min ＝

4h2 - a2

4ah
，即∠EPF ＝ θ

取最大值.此时，点 P在边 EF的垂直平分线上.
（2） 如图3所示，高PK的垂足K在线段EF延长

线上时，x ＞ a，则：

tanα ＝ EK
PK

＝ x
h
，tanβ ＝ FK

PK
＝ x - a
h
.
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所以 cotθ ＝ cot（α - β） ＝ 1
＋ tanαtanβ
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所以此时，（cotθ）min ＞
4h2

4ah
＞ 4h

2 - a2

4ah
.

综上可知：当 x ＝ a
2
时，cotθ取最小值；即点P在

边 EF的垂直平分线上时，即∠EPF ＝ θ 取最大值.
3.2　 竖直方向上最大视角的求解

如图 1 所示，线段 GH 垂直平分黑板两水平边
时，延长 GH交面 β与点 I，连接线段 PI、PH、PG.则问
题可转化为如下模型：

图 4

如图 4 所示， 在
Rt△PGI中，点 H为边
GI 上一点， 且满足
GH ＝ b， HI ＝ c，
求：当线段 PI 的长度
取何值时，∠GPH 度
数最大.

解 　 设 PI ＝ x， 记 ∠GPH ＝ θ，∠GPI ＝ α，
∠HPI ＝ β，则：

tanα ＝ GI
PI
＝ b ＋ c
x
，tanβ ＝ HI

PI
＝ c
x
.

所以 tanθ ＝ tan（α - β） ＝ tanα
- tanβ

1 ＋ tanαtanβ
＝

b ＋ c
x
- c
x

1 ＋ b
＋ c
x
· c
x

＝ b

x ＋ （b
＋ c）c
x

.

所以当 x ＝ （b ＋ c）c 时，tanθ取最大值，角 θ度
数最大.即： PI ＝ （b ＋ c）c 时，∠GPH最大.

综合以上水平和竖直两个方向上的最大视角的

求解结果可知：教室里，黑板的正中央且距离黑板的

距离为 （b ＋ c）c 处的位置为教室中视角“最佳”的
位置.
4　 检验结果

以上求解结果中，水平方向上，教室中的每一排
的最中间位置是看黑板的“最佳” 位置与现实情况
相符合，因为中间位置不仅可以保障水平视角达到
最大，而且不用斜视，且不易出现黑板“反光” 情况；
而对于竖直方向上， 教室中最中间列距离黑板

（b ＋ c）c 处的位置为视角“最佳”的位置却可以有

不同的阐释：一方面，此处所说的位置“最佳” 仅代
表在该位置处恰好同一水平方向和同一竖直方向上

的视角同时达到最大，但在其他水平方向上，此位置
所处的水平视角却不是最大的，因为对于教室中的
最中间列而言，显然，距离黑板越近，水平视角会越
大；另一方面，此处所说的视角 “最佳” 位置不一定

图 5

是教室中观看黑板“最舒服、最健康” 的位置，如图 5
所示，当竖直视角为角 θ 时，人体需要抬头后仰或向

上眼动一个 φ ＝ 2β
＋ θ
2

角度，长时间观看黑板时易

造成人体一定程度上的颈部或眼部疲劳.但考虑到
一般教室的空间不大，一节课时间不长且学生课间
可以适当休息，所以角度 φ 对学生观看黑板的舒适
度及身体健康的影响不会太大.但若在空间大、观看
时间长的电影场中，最佳观影位置的选择就应该着
重考虑角度 φ 对观众观影体验的影响了，毕竟大多
人看电影是奔着放松娱乐去的.
5　 模型应用案例

图 6

如图 6 所示， 一矩形足球
场在平面 α 上，矩形 ABCD 是
一方球门所在位置， 其中
AB ＝ a， AD ＝ b，（a ＞ b） .在
平面 α 上，除矩形 ABCD外，现
将矩形足球场分为如图所示的

Ⅰ、Ⅱ两个位置区域，点 P（射
球点） 在平面 α 内，过点 P 作
PE⊥CD于点E，讨论点P的最
佳射门位置.
5.1　 当 PE ＝ y一定时

此种情况与原模型情形 ① 水平方向上最大视
角的求解情形相同，由原模型知：点 P 在边 CD 的垂
直平分线上时，足球进球的可射角 ∠CPD 最大.即：
在距离球门的距离一定时，足球场上的“最佳” 射球
点应该在正对球门的正中央处.
5.2　 当 ED ＝ x一定时

（1） 点 P在区域Ⅰ内时，此种情况显然 PE 越
小，足球进球的可射角∠CPD就越大.

（2） 点 P在球场左侧区域Ⅱ内时，此种情况与
53

中学数学杂志　 2021年第 1期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ZHONGXUESHUXUEZAZHI　

万方数据



囵
原模型情形② 竖直方向上最大视角的求解情形相

同，由原模型知：当 PE ＝ （a ＋ x）x 时，足球进球
的可射角∠CPD最大.

综合情形（1）、（2） 可知：当球员沿着垂直球门
线的方向进行射门时，若球员在区域 Ⅰ 内，则离球
门越近，进球的几率就越大；若球员在球场左侧的区
域Ⅱ内，离球门越近，进球的几率就不一定越大了，
此时“最佳” 射球点与线段 ED的长度 x有关，x与 y

满足函数关系：y ＝ （a ＋ x）x .整理得：
x - a
2
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＝ 1，（x≥ 0） .即：此时“最佳” 射球点恰好在一等

轴双曲线上，如图 6 所示. （球员在球场右侧的区域
Ⅱ内的情况与左侧相同）

注 　 以上求解结果，仅仅考虑水平方向上的射
球角度（把足球始终看成是沿着地面运动的） 对进
球的影响，而没有考虑竖直方向上的射球角度（球飞
离地面的情况） 对进球的影响.

数学建模方法是指运用数学工具，将已知的数
学思想、方法和知识运用于解决实际问题的过程，是

完成建模问题的有效途径，更是数学建模的核心[2] .
希尔伯特曾说过：“只要一门科学分支能不断地提出
大量问题，它就充满着生命力，而问题缺乏预示着独
立发展的衰亡与中止.” 数学学科也是如此，数学教
学中应该不断地向学生提出问题，但这些问题不应
该只是抽象的、枯燥无味的数字演练，更应该是与实
际生活紧密相关的现实问题，让学生感受到自己所
学知识的“用武之地”，经常能尝到成功的喜悦[3] .这
样，不仅能够让学生体会到数学知识的巨大的应用
价值，还能激发学生学习数学的热情，提高学生分析
问题、解决问题的能力，增强学生主动应用数学知识
的意识，最终达到培养学生数学建模、数学抽象、数
学运算、逻辑推理等核心素养的目的.
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关于三角形不等式的一个基础性结论

山东省高青县第一中学　 　 256300　 　 董　 林

山东省微山县荆集小学　 　 277600　 　 苏计峰

　 　 近日，笔者发现了关于三角形不等式的如下一个基础性结论：
定理 　 在△ABC中，a，b，c为其三边长，p为其半周长，R，r分别为其外接圆和内切圆半径，则有
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 p4 - 2（2R2 ＋ 10Rr - r2）p2 ＋ （4R ＋ r） 3r≤ 0. ①
证明 　 设△ABC的面积为 S，若用 Π表示循环积，则由正弦定理及 A ＋ B ＋ C ＝ π 知

p ＝ 1
2
a ＋ b ＋ c( ) ＝ R sinA ＋ sinB ＋ sinC( ) ＝ R sinA ＋ 2sin

B ＋ C
2
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2
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cos B
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2
＋ cos B
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2
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cos B
2
cos C
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.

由 S ＝ 1
2
bcsinA ＝ rp及二倍角公式、正弦定理知

r ＝ S
p
＝

1
2
bcsinA

4RΠcos A
2

＝ 2R
2sinAsinBsinC

4RΠcos A
2

＝ 4RΠsin A
2
.
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