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例谈单元教学设计下的变式教学探索

李 健

(江苏省外国语学校 215104)

面对不再有考试大纲的“新”高考，深入解读

新课标、优化整合知识点成为了每个教育工作者

所要研究的新课题．在达成“聚焦学科素养、优化

课程结构、把握数学本质”的同时，如何合理高效

地规划教学模块，“单元教学设计”成为了一个学

界认可的重要着眼点．

高中数学单元教学的目的在于实现整体大于

局部之和的教学效果，强调的是数学内容、学生的

学习和发展的整体性[1]．这就需要在设计单元教

学时，突出数学内容的主线，并对具有共同特征和

较强关联性的数学内容进行动态地整合和重组．

从教学系统论的角度来看，这本身就是一种结构

“变式”，其目的也与变式教学所主张的“在动态教

学中把握数学本质”相得益彰．下面笔者结合教学

实践，围绕“函数单调性”这一核心概念，例谈在

“单元教学设计”背景下如何有效开展变式教学．

1重组单元结构，构建变式模块

“函数单调性”是贯通高中数学课程的一条

“大动脉”，根据《普通高中数学课程标准(2017年

版)》(下文简称《课标》)，必修课程中的“函数的概

念与性质”、“指数函数和对数函数”、“三角函数”

以及选择性必修课程中的“一元函数导数及其应

用”均对“函数单调性”的掌握提出了明确的要求．

结合“数列”的函数背景以及“不等关系”的应用需

要，笔者对分布这些章节中与单调性相关的知识

碎片进行了统筹重组．

本着基于新课标、定位“新”高考的初衷，针对

教学实际，笔者以为高三复习课是最适合现阶段

研究的实践落脚点．综合高三学生的知识储备与

认知能力，笔者设计了与上述单元结构相匹配的

变式教学模块，结构上采用了顾泠沅先生所提出

的“过程性变式”，即“数学活动的有层次推进”L2 J：

首先回顾并熟练掌握函数单调性相关概念，其次

以初等函数、三角函数、不等式、数列为载体对其

加深理解，进而从导数的视角剖析函数单调性并进

行简单应用，最后在综合应用中彰显价值、突出本

质．同时，在教学活动逐步推进的过程中，根据每个

层次和课时内容特点，有针对性地渗透变式教学．

1厘纛念M纛涵M蕊⋯豢一l厘清核心概念l ’1感悟数学内涵l’I拓展思维维度l ’l把握问题本质1

2聚焦单元重点。设置变式问题

显然，我们必须根据四个层次对“单调性”的

具体教学要求，突出单元的重点内容．例如《课标》

在“函数概念与性质”单元要求学生“会用符号语

言表达函数的单调性，理解它们的作用和实际意

义”．因此，引导学生学会使用“符号语言”理解掌

握函数单调性的定义及其内涵是单元的重点内容

之一，笔者尝试在“层次一”中设置变式问题，实现

这一教学目标．

案侈0 1 对于V zI，T2∈D(z】≠z2)，厂(z)

满足』堕)二』堕!
Z1一Z 2

反之，成立吗?

>O，则厂(z)具有什么性质?

生：不妨令z。<z：，则有厂(z。)一厂(z：)<

o，根据单调性的定义，不难得出厂(z)在D上是

]lllllIll0广IlllllllJ
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增函数；反之也成立，可以根据定义既可以作“判

定”又可以作“性质”的双重功能，得出它们是充要

条件的关系，即V zl，z2∈D(z1≠z 2)，

旦兰立二型>o管，(z)在D上是增函数．
Zl—Z 2

变题1：对于V zl，z 2∈D(z1≠z 2)，，(z)满

足璺兰立二型>1，你能得出什么结论?
Z J—Z’2

生甲：可得出．厂(z)在D上是增函数；

师：甲同学的结论是正确的，但只能说明其充

分性，你能否找出其充要条件呢?

生乙：不妨令z。<z：，丛兰立二型>1∞
Zl—Z 2

厂(z1)一厂(z 2)<zl—z 2筒厂(z1)一zl<，(z 2)

一z2铮F(z)=，(z)一z在D上单调递增(z1>

z：时，同理可证)

师：乙同学的思路缜密，他紧扣函数单调性的

定义，发现、构造了新的函数，并用符号语言完整

展示了探究其单调性的过程，请大家课后据此探

究下“减函数”的相关结论．

变题2：定义对于任意的z1，z 2∈R(z。≠z：)

都满足垒三立二型>M的函数叫“M函数，，
Z1一Z 2

(M∈R)，若函数．厂(z)=z 3+z+f为“c函数”，

求c的取值范围．

生：不妨令z。<z 2， 』!兰!)二』堕!>M
Zl—Z 2

甘厂(z】)一厂(z2)<M(z】一z 2)

甘，r(z，)一M■】<，r(z2)一№2
甘F(z)一．厂(z)一尬在R上单调递增，

由题意：F(z)一厂(z)一fz—z 3十(1一c)z+f在

R上单调递增，则F 7(z)=3z 2+1一c≥0恒成立

净c≤(3z 2+1)。i。≥c≤1．

案例反思 (1)原题中的“差商”结构本身就

是函数单调性定义的一种“变式”，这有助于学生

在加深对概念理解的同时提升符号语言的认知表

达能力；(2)变题1对学生符号语言的解读能力提

出了更高要求，通过辨析差商“>1”与“>o”的逻

辑关系与异同之处，让学生在认知冲突中回归定

义本源，在探究过程中学会用符号语言完成单调

性证明中“作差定号”的过程；(3)通过解决变题2

实现了对变题1的学以致用，动态达成了知行合

一的目的．

3整合单元知识。升华变式思维

单元教学的核心思想是系统思维[3]，单元设

计需要我们将原有知识进行重组整合，从整体的

高度系统地优化教学过程，例如《课标》在“数列”

这一单元中要求“感受数列与函数的共性与差异，

体会数学的整体性”，我们可以有效利用“层次二”

中“数列”这一载体，将其与函数单调性的相关知

识有机整合，通过变式教学达成两者交融理解的

“双赢”效果．

案例2 师：我们都知道，数列是一种“特殊

的函数”，那么是否可以借助于与其通项公式相对

应的函数来研究其单调性呢?下面我们通过两组

变式问题来辨析和感悟．

变式题组1：

(1)已知函数，(z)=z 2一是z在[1，+∞)上

单调递增，求实数点的取值范围

(2)已知数列{口。)为递增数列，且其通项

口。=押2一是挖，求实数惫的取值范围

生甲：易得(1)中函数．厂(z)的单调增区间为

I妻，+∞)，所以鲁≤1j是≤2；
L‘

’ 厶

由(1)中结论，可得(2)中是≤2．

生乙：根据数列单调性的定义，{口。)为递增数

列甘口。<口。+】在咒∈N’时恒成立铮(行+1)2一

忌(咒+1)一(竹2一是以)>0在咒∈N’时恒成立铮点

<(2咒+1)。i。错是<3．

师：两位同学得出了不同结论，那么谁的答案

正确呢?

生丙：定义的方法严谨、可靠，且经过检验，当
E < 0

忌取詈时，口。=n 2一÷咒，此时n，一一÷，口：一

E 厂c 、

一1jn。<n2，且厂(z)一z 2一号z在I{，+∞)上
单调递增，此时满足{口。)为递增数列，与甲同学答

案矛盾，所以乙同学的答案正确．

师：从中我们可以感悟到三点：一、要时刻关

注数列“离散”这一特性，二、数列所对应函数在区

间D上单调与该数列在区间D内有相同单调性

并非充要关系，三、利用单调性的定义是解决这类

问题最可靠的方法．接下来请继续思考：

变式题组2：
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(1)已知函数厂(z)=笔薯(z∈[1，+o。))， 甘口≥一熹．
研究厂(z)的单调性和最值，

(2)已知数列{口。}满足口。一关三(咒∈N’)，

求{n。)的最大项和最小项．

生：(1)通过分离常数可得，(z)=1+志，
所以其单调减区间为11，导)和(号，+∞)，无单调
增区间，没有最大值和最小值；(2)根据(1)的结

论，可知1>口】>口2>口3>口4，口5>口6>口7>⋯>

n。>1(九∈N+)，所以数列{Ⅱ。}中的最大项为n。

=2，最小项为口。一O．

师：从题组2中，我们不难感悟到：合理利用

数列的函数背景可以提高解题效率，与此同时还

需考虑其“离散”特性，即转化为研究相邻项的关

系来解决问题．

案例反思 变式题组1旨在通过研究离散函

数的“一阶差分”(简称“阶差”)△口。与连续函数单

调性的关系，让学生在“变”的过程中感受思维的

碰撞，找出二者差异之处，题组2则是有目的地引

导学生从函数的单调性切人，自然感知两者间的

共性；且鉴于题组1的实践经历，学生在面对变式

题组2时，就会较为谨慎地将对应函数的单调性

转化为阶差△口。的正负来研究，自然感悟连续函

数与离散函数的异同之处，这都体现了数学的类

比思维与应用思维．此外，笔者还从提升学生形象

思维的角度探析了上述问题，本文将在随后篇幅

中阐述．

《课标》要求“能利用导数研究函数的单调

性”，事实上，“感受导数在解决单调性问题时的工

具作用”与“深化认知单调性的相关概念”可以双

线并行，笔者有针对性地在“层次三”中设计了如

下变式．

案例3 已知函数厂(z)一lnz—nz 2—2z

(n≠o)在[1，3]上单调递减，求n的取值范围．

生：厂(z)在[1，3]上递减甘，7(z)=二二2nz

一2≤o在[1，3]上恒成立甘2口≥÷一二在[1，3]

上恒成立甘2n≥[(÷一·)2一·]⋯(÷≤去≤·)

师：通过导数这一“犀利”的工具，我们可以很

方便的将“在区间D上单调”的问题转化为“导

函数．厂7(z)≥0(或．厂7(z)≤O)在区间D上恒成

立”问题，从而再转化为更利于解题的最值问题来

处理，其中“参变分离”是我们解决这类问题的重

要手段．

变题：若．厂(z)=1眦一nz 2—2z(口≠o)在[1，

3]上存在单调递减区间，求口的取值范围．

生：厂(z)在[1，3]上存在递减区间甘当z∈

[1，3]时，厂7(z)=二一2nz一2<o有解∞当z∈

[1，3]时，2口>÷一二能够成立甘2口>

[(÷一，)2一，]而(÷≤三≤，)甘口>一丢．
师：“在区间D上存在单调区间”本质上是

“能成立”问题，即“当z∈D时，导函数厂7(z)>0

(或．厂7(z)<o)能够成立(有解)”，同样可以化归

为最值问题来处理．

案例反思 该变式实际是利用“一题多变”来

铺设教学思路，通过整合单调性和导数的相关知

识，引导学生将问题转化为“恒成立”、“能成立”

问题，动态辨析了其中“充分和必要”的逻辑关系，

最终再化归为函数的最值的问题来处理，在渗透

“转化和化归’：的思想的同时，有效提升了学生的

逻辑思维能力．

4贯穿单元体系。把握变式本质

《课标》中，“函数概念与性质”、“指数函数和

对数函数”这两个单元都提出了“借助图像”来研

究单调性的要求；“三角函数”单元要求“用几何直

观和代数运算的方法研究三角函数的单调性等性

质”；“导数”单元则明确了“借助几何直观了解函

数的单调性与导数的关系”的要求_]．针对其共同

要求，可以在“层次四”中利用变式，从几何角度重

新审视上文中的部分案例．

以案例1原题为例，根据高三学生的认知程

度，可以引导学生从“形”的角度思考．

师：题中出现的式子丛三立二型会让你
联想到哪个几何概念?
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生：斜率，具体来讲就是“函数厂(z)图像上

两点所连割线的斜率”；

师：请结合“割线斜率”的概念，从“形”的角度

理解并描述该问题你所得到的结论；

生：函数在区间D上任意两点所成割线的斜

率为正铮函数在D上单调递增；

师：实际上，我们从“数”的角度出发，可以进

一步理解为“区间D上任意两点的平均变化率的

正负决定了其在区间D上单调性”．大家可以将

问题中的“任意性”和“瞬时变化率”的概念相结

合，从导数几何意义的角度深入理解其和单调性

间的关系．

同样在案例2变式题组1(2)中，我们如果选

择延续生甲的思路，通过剖析对比厂(z)=z 2一

是z，z∈[1，+∞)和口。=咒2一是咒，(行∈N‘)的图

像，就会发现甲同学是因忽略了数列离散的特点

而忽视了口。<n。无须“对称轴在z一1及其左

侧”这一事实．结合“开口向上的抛物线上的点离

对称轴越近越低”的图像特征，可以容易得出对称
厶 0

轴z=÷<÷亨忌<3(即使得图2中对称轴向z—
Z 厶

1“靠近”一点)时，就能保证包括口。<n：在内的

口。<n。+。，(n∈N’)恒成立，即{口。}为递增数列．
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图l 圈2

可以因势利导，鼓励学生从几何角度考察变

式题组2，并增加一问：(3)已知数列{口。)满足

a。=嬲，(行∈N。)，若对于V n∈N’都有

口。≤口。成立，求五的取值范围．

解析：将原数列分离常数，转化为“类反比例

函数”(可由反比例函数平移得到的函数)的形式：

1

n。=嬲一1+志=1+—_著i，其n”5万丽一1十万丽21十—西’具
咒一T

图像上这些离散的点“形散神不散”，将其嵌入至

1

对应函数，(z)=1+——吾彳的图像中(如图
z—T

3)，结合其单调性可知5<生笋<6，即一10<忌<
一8．

y

＼-．

、··’、·．．，，-．．。-．-_-

二．’．．．．、

＼、、5 6 ；

‘＼l
f 2一后

X=一{ 2

图3

直观想象的培养应该贯穿在整个高中数学教

学的全过程[5]，针对理解“单调性”概念对几何直

观的依赖程度，在组织单元教学时更需要把握这

一点．上述使用的“一题多解”、“一题多变”及“多

题一解”等变式手段，本质上都是服务于“数形结

合”这一思想方法，是提高学生发散思维与形象思

维的有效途径．

核心素养统领下的数学教育注重数学的整体

性、思想的一致性、逻辑的连贯性和思维的系统

性[6]，单元教学设计的初衷正在于此．今后，怎样

融人变式元素以更好地体现“数学的方式”，如何

规划变式设计更有利于把握“数学的本质”，还需

要我们在教学实践中不断求索．
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