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素养导向下对2021年高考导数压轴题的解法探析4

福建省南平市高级中学 (353000) 江智如

福建省南平市教师进修学院(354200) 许贵全

1 问题提出

随着2021年高考数学试卷揭开神秘的面纱，全
国各地掀起研究各类试题的热潮．今年数学试卷共
有10套，包括教育部考试中心命制的6套全国卷，

地方自主命卷的4套(北京、天津、上海、浙江)．试

卷聚焦核心素养，突出关键能力，体现试卷的选拔

功能和育人导向，稳中求新，体现基础性、综合性、

应用性和创新性的考查要求．函数与导数知识是高

中数学的重难点，常以压轴题形式出现，突出试卷

的区分性与选拔性，引导学生通过具体实例感受导

数在研究函数性质和解决实际问题中的作用，让考

生深刻理解不断动态变化的事物本质，提高思维层

次．综合2021年高考数学试卷中导数压轴题，可以

发现试题比较全面地考查导数基础知识和基本思

想方法，难度适中，遵循通性通法，由易到难的顺序

排列，先设置难度较低的问题，面向大部分考生，再
逐步提高难度，体现试题的选拔功能，考查考生掌

握导数知识的水平与应用能力．为此，本文在数学
学科素养的指导下，探究导数压轴题的通性解法，

提高考生解题的准确率，促进学科综合素养的提升．
2解法探析

解决导数问题的思路是依据导数判断函数单
调性的方法，运用导数运算法则，通过分析法，执果

索因⋯，构造函数进行求解．综合考查考生化归与

转化思想、推理论证能力和运算求解能力．根据《课

程标准》和《高考评价体系》的要求，从考生的认知
水平与已有数学能力的角度出发，笔者归纳整理五

种解题方法：(1)极值点偏移法；(2)切线放缩法；

(3)对数不等式法；(4)数形结合法；(5)作差比
较法．

3试题解析
3．1极值点偏移法

题1 (2021年高考全国新课标I卷22)已知

函数以戈)=戈(1一ln戈)．(1)讨论八戈)的单调性；(2)

设口，6为两个不相等的正数，且61no—oln6=o一6，

证明：2<上+士<e．
口 D

思路分析：将已知等式变形为三I 1—1n土l-

丢(1一ln丢)，然后根据极值点偏移方法讨论证明．
解法1：(1)容易求得八z)在(0，1)上单调递增，

在(1，+∞)上单调递减．

(2)把6ln口一口ln6：口一6变形为土f 1一ln土1

=古(-一-n丢)，即一丢)=“丢)．由(-)知以z)。。
=八1)=1．当∞——灯时√^(戈)—斗0；当z_+∞时√^(戈)

_÷一∞·特别地以e)=o·令寺。戈·，寺2戈z，则戈·≠
茗：，又八菇。)=八戈：)，故由

函数，(石)的图象(图1)

知石1，戈2 E(0，e)，不妨设

O<戈】<1<戈2<e．因此原

不等式等价为2<菇。+戈：

<e．下面先证明：咒】+戈2
>2．

要证明zl+茗2>2

成立，只要证明咒，>2一

戈1成立．因为0<戈l<1，

J
l

办⋯
D xl 1勋2 ＼’

{

l

图1

所以1<2一石l<2，由八戈)在(1，+∞)上单调递减，

可得戈2>2一戈l等价预戈2)<八2一龙1)，而，(戈1)=
八菇：)，因此只要证明八茄，)<八2一戈。)，即证明八戈。)

一／(2一石，)<0．构造函数F(z)=／(茗)一／(2一茹)，

戈E(O，1)，贝0 F(石)：(2算一2)一戈1n戈+(2一-石)·

ln(2一算)，F 7(戈)：一ln戈(2一菇)．由x∈(0，1)，可得

z(2一石)∈(0，1)，故F’(戈)>O，所以F(石)在
(0，1)上单调递增，从而F(z)<F(1)=O，即F(菇)=

八z)一八2一戈)<0，而0<戈l<1，故八z1)一八2一戈1)
<0，因此戈，+弘>2成立．

再证明：省1+石2<e．
因为0<戈l<1<戈2<e，所以当戈2≤e—l时，戈l

+戈2<e显然成立；当石2∈(e一1，e)时，要证明菇1+

戈2<e，只要证明戈l<e一戈2．因为八戈)在(O，1)上单
调递增，所以只要证明八戈。)<八e一龙：)，而八石。)=

以戈：)，因此只要证明厂(髫：)<厂(P—z：)．构造函数
G(∞)=，(戈)一，(e一戈)，z∈(e一1，e)，贝0 G’(算)=

一l似(e一戈)．由于函数y=戈(e‘一石)在(e一1，e)上单
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调递减，故y=z(e—z)∈(0，e一1)，从而G 7(省)=

一lm(e一搿)在(e一1，e)上单调递增，且G’(e一1)<0，

G’(e一})>o，故存在‰E(e一1，e一÷)，有G’(‰)
=O，当咒∈(e一1，‰)时，G7(戈)<0，G(茏)单调递减；

当名∈(‰，已)时，G’(石)>0，G(茗)单调递增．因此

G(戈)<ma】【{G(e一1)，G(e)]I．因为G(e一1)=

八e一1)一厂(1)=(e一1)【1一ln(e一1)】一1，而

ln i眚<了l_一1成立，所以G(e一1)<o·又G(e)
=八e)一八O)卅，故G(戈)<0，即八石)<八e一戈)，于
是厂(z2)<厂(e一搿2)，因此省l+z2<e．综上所述，

2<x1+髫2<e成立．
评析：极值点偏移问题是近几年高考与各地模

拟考的热点，解法1先把等式等价转化为州÷l=

爿寺)，然后依据极值点偏移法求解¨1，考查考生化
归与转化思想，函数与方程思想，特殊与一般思想，

数形结合始终贯穿解题过程，逐层递进，实现对考

生数学抽象素养、直观想象素养、数学运算素养的
渗透与培养[2]．

3。2切线放缩法

思路分析：由于解

法1函数G(茄)单调性的

验证过程复杂，难以直

接判断G(菇)的正负，故

考虑利用函数．厂(戈)在
(e，0)的切线判断与八菇)

的大小，构造新函数运

用放缩法证明结论．

解法2：如图2可求

＼4

啪慕～，●

口
衲 t 曲 ＼；

＼
图2

函数，(菇)在(e，0)的切
线方程为)，=e一石．令日(戈)=／(戈)一(e一戈)=2戈一

戈h坟一e，戈∈(0，e)，贝4日’(∞)=1一ln戈>O，从而

日(菇)在(O，e)上单调递增，于是日(戈)<日(e)=0，即
在搿∈(O，e)上，有以石)<e一戈．令￡=／(戈。)=，(龙2)，

贝0 f=，(菇2)<e一菇2，故t+戈2<e．又￡=，(菇1)=
名l(1一ln茗I)，茗I∈(0，1)，故t=搿I(1一ln茗I)>髫l，因

此茹l+菇2<￡+石2<e．

评析：利用图象法求解导数问题能减少计算

量，减轻考生的计算负担，考查考生数形结合思想

与直观想象能力∞J．解法2从函数，(戈)在(e，0)的
切线与，(菇)的大小关系入手，运用放缩法证明，要
求考生具有扎实的几何功底，体现数学学习的能力
与潜能，有利于考生直观想象素养和数学建模素养
的提升．

3．3对数不等式法

思路分析：将已知不等式等价转化为去+竿

>与+堑，利用函数单调证明上+÷>2；再运用
口。 0 口 D

对数不等式结论，放缩证明上+÷<e．
口 D

解法3：由(1)司知／。(咒)吲t茄)。。=／I 1)=1，不

妨设n>6，则由(1)可知丢<l<寺，故口>1．
又6ln口一nln6：口一6等价于堕一学：÷一上

>o，故丢+÷>2甘古一刍>2(寺一丢)甘古一砉
>2(警一警雠+警砉+警撇朋证
明函数，(龙)：与+型墅在(o，+∞)上单调递减，也
即证明F’(菇)≤0．过程如下：

F，(菇)：一等+丛上}咝：弓[戈(1一l眦)一1)

=手[八髫)一1]≤o，故吉+古>2．再用“对数不等
式ln戈≤戈一1，当且仅当戈：l时，等号成立，，证明上

+÷<。成立．已知条件等价于上+堕：÷+学，+寺<e成立·已知条件等价于寺+詈2寺+半，D 口 口 D D

即夕㈦=／㈩．则丢<丢+警=÷+警=
÷ln(e6)≤}·(e6一-)=e一÷，即丢+÷<e．
综上所述，2<丢+÷<e成立．

评析：解法3是由福建省仙游金石中学的林琳

提供‘引，先从多项式因式分解角度入手，构造函数

F(戈)：丢+坐，把不等式关系等价转化为判断函
数F(算)的单调性，然后再利用对数不等式结论放放
缩证明，执果索因．解法技巧性强，妙不可言，体现

解题者扎实的数学基本能力与数学运算功底．
3．4数彤结合法

题2 (2021年高
考全国甲卷理21)已知

口>o且口≠1，函尝t厂(戈)
^，a

=≈(x>0)．
口

(1)当口=2时，求

八石)的单调区间；(2)若

曲线)，=／(z)与直线y

=1有且仅有两个交

J

l
虿 lna一卜!i

『! ：；
D

，1已
一

点，求口的取值范围． 图3

思路分析：由于试题考查含参曲线的交点问

题，所以考虑分离参数法，利用函数图象求解．
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解法：(1)容易求得／(石)在(o，矗)上单调递

增，在(击，+∞)上单调递减·
(2)由已知条件可得八戈)=1有且仅有两个解，

即戈。：口z，则坐：虹．令F(戈)：坐(咒>o)，则F(戈)

：地有且仅有两个解．因为F，(z)=L爿墅，所以令
F’(菇)=0，得石=e．当石∈(0，e)时，，’(石)>0，F(彤)

上单调递增；当戈∈(e，+∞)时，F7(石)<0，F(石)上

单调递减．又F(1)=0，当石>B时，，(石)>0，所以可

得F(戈)的图象(图3)．由于F(戈)。。=F(e)=÷，故

当警∈(o，÷)时，原命题成立，即o<警<÷=
坐，而o>0且n≠1，所以o>1且口≠e，因此n∈

(1，e)U(e，+∞)．

评析：数形结合的思想体现空间形式与数量关

系的科学本质通过“以形助数，以数辅形”使复杂
问题简单化、抽象问题具体化．本解法把函数图象

的交点问题等价转化为方程坐：坐解的问题，再

利用函数F(戈)=坐与直线y：坐的相交情况，求

出口的取值范围．考查考生化归与转化思想，加强考
生数学抽象、直观想象及数学运算素养的培养．

题3(2021年高考全国新课标II卷22)已知

函数以戈)=(戈一1)e。一似2+6．(1)讨论函数八戈)的
单调性；(2)从下面两个条件中选一个，证明：八艽)

有一个零点．①÷<口≤}，6>20；②o<o<÷，
6≤2口．

思路分析：本试题第(2)问是结构不良问题，考

查函数零点问题，考虑根据函数图象利用介值定理
证明．

解法：(1)容易求得当口≤0时，，(戈)在

(一∞，0)上单调递减，在(O，+。口)上单调递增；当

o<o<÷时，厂(戈)在(一∞，1112口)，(o，+∞)上单调

递增，在(1n2口，o)上单调递减；当口=÷时，厂(菇)在

(一∞，+∞)上单调递增；当口>÷时，厂(咒)在

(一∞，0)，(1n2口，+∞)上单调递增，在(0，ln2口)上
单调递减．

(2)若选①÷<口≤÷，6>2口，则由(1)蝴戈)

极大值为，(0)=6—1>0，

一f一．／鱼18一√告<o，于是由连续函数介值定理得，
＼ ’、，o／

八戈)在(一∞，0)上有唯一零点；又，(戈)极小值为

八1112口)=口(2—1n2口)1n20一20+6>0，故厂(戈)在
(0，+∞)上无零点，综上以石)有且仅有一个零点．

1

若选②o<口<÷，6≤20，则由(1)知厂(戈)极大
二

值为八ln20)=o(2一-lIl2口)ln20一2口+6<o，蝴石)
在(一∞，0)上无零点；由于e“>菇，故当戈>1时，

1 ．

八石)=(戈一1)e。一n戈2+6>(x一1)菇一{一石2+6=
厶

1

—知2一咒’+6，而6≤2口<1，故取戈o>2，有八咒)>o，又
二

八z)极大小值为厂(O)=6—1<0，因此厂(菇)在
(0，+∞)上有唯一零点．综上，，(戈)有且仅有一个
零点．

评析：本试题第(1)问考查导数研究函数性质、

不等式等相关知识，面向大部分考生，只需对参数口
分类讨论便可顺利求解，考查分类与整合思想，帮

助考生加深对导数基础知识和基本技能的理解．第

(2)问是“结构不良问题”，对考生的逻辑推理能力、

数学抽象能力、直观想象能力等有深入的考查，体

现素养导向、能力为重的命题原则，有助于考生数

形结合思想的培养，直观想象素养的提升．

题4 (2021年高考全国甲卷文20)已知函数

．厂(z)=口2戈2+o石一3ln戈+1，其中口>0．

(1)讨论函数八戈)的单调性；(2)若y=八戈)的

图象与戈轴没有公共点，求n的取值范围．

思路分析：根据函数与方程思想，把函数交点

问题转化为方程．厂(戈)=O问题，利用函数图象求解．
， 1、

解法：(1)容易求得八石)在fo，三l上单调递减，
、 “，

，1 、

在f土，+。o l上单调递增．
、(1 ，

(2)y=，(戈)的图象与％轴没有公共点等价于
． ，1、

八戈)=o无解，由(1)知问题只需八石)。；。=卅÷l=3
、u，

+3lno>0对o>0恒成立，故lno>一1，解得口>
1 ，1 、

土，所以。的取值范围为f二，+∞1．
c 、c ，

评析：本试题以函数零点与方程根据为知识载

体，考查函数．厂(石)的零点问题"o．考生可以根据第

(1)问的结论，借助函数八石)的图象把第(2)问转化

为函数．厂(石)>0恒成立问题∞J，考查函数与方程思

想、数形结合思想和化归与转化思想，培养考生综

合应用基本方法解决问题的能力．

3．5作差比较法
题5 (2021年高考全国乙卷理20)设函数

八戈)=1n(口一戈)，已知戈=0是函数y=砜戈)的极值

万方数据



·26· 中学数学研究 2021年第12期

氘(1)求0．(2)设函数出)=帮，证
明：g(菇)<1．

思路分析：根据函数y=砜戈)的正负，把分式不
等式等价转化为整式不等式，利用作差比较法证明．

解法：(1)容易求得o；1，且y=矿(戈)在
(一∞，O)上单调递增，在(O，1)上单调递减．

(2)自(1)知y=砜蟋0．由于小)=帮
的定义域为(一∞，0)U(0，1)，所以要证明g(％)=，

≮筹早<1，只要证明戈+，(戈)>矿(戈)，只孚证明菇
+(1一戈1厂(菇)>0，即证明戈+(1一戈)1n(1一石)>0．

令F(茄)=菇+(1一咒)ln(1一戈)，z∈(一∞，0)u

(O，1)，贝0 F’(菇)=一1n(1一戈)．当戈∈(0，1)时，

F’(z)>0，F(髫)上单调递增；当菇∈(一∞，0)时，

F’(戈)<O，F(戈)上单调递减．所以F(戈)>F(0)=0，

即戈+(1一z)ln(1一戈)>0．

评析：试题以导数知识为载体，以函数单调性

与不等式知识为素材，考查考生的运算求解能力和

创新应用能力以及化归与转化思想．考生在读懂

题、审准题的基础上，解题的关键在于将问题转化

为不等式的大小判断问题．要求考生在能够熟练掌
握用导数研究函数性质、不等式作差比较法等相关

知识的同时，要有较强的分析和解决问题的能力．

4．综合应用

题6(2021年高考浙江卷22)设口，6为实数，

且口>1，函数颤戈)=口“一k+e2(算∈R)．(1)求函数
，(菇)的单调区间；(2)若对任意6>2e2，函数八菇)有

两个不同的零点，求。的取值范围；(3)当口=e时，

证明：对任意6>e4，函数，(石)有两个不同的零点

钆％满‰>警。+譬．
注：e=2．71828⋯是自然对数的底数．

思路分析：第(1)问对参数6讨论求得函蝴戈)
的单调区间；第(2)问含参函数的零点问题考虑采
用分离参数法，利用函数图象求解；第(3)问根据函

数图象考虑运用放缩法求证．

解法：(1)容易求得当6≤0时，，(x)在R上单

调递增；当6>o时以z)在(一∞，109。盖)上单调递

减，在(109。盖，+∞)上单调递增·
(2)由已知得。“一如+e2=0有两个不同解，等

价于ed”一k+e2=0有两个不同解．

令≠：髫lno，则e‘一兰+e2=o，整理得圭=

半，t>o．设g(￡)=半，则g’(#)=

盟掣；再记^(￡)：ec(￡一1)一e2，则^m)：
e‘f>O，从而^(￡)在(0，+∞)上单调递增，又危(2)=

0，故当戈∈(0，2)时，^(￡)<0；当龙∈(2，+oo)时，

^(￡)>0．所以g(f)在(0，2)上单调递减，在

(2，+。。)上单调递增，于是由函数图象可知当÷>

g(￡)岫=g(2)=e2时，函数厂(石)有两个不同的零

点，解得导>lno，又6>2e2，故只需2≥lno，即l<o

≤e2，因此。的取值范围为(1，e2]．

(3)当口=e时，，(咒)=e2一k+e2有两个不同

解，等价于e。+e2=如>O有两个不同解，不妨设z，

<戈2，则由(2)得戈1<2<蔸2．因为6=生毛}生=

譬>e4，而半√，眦：>5．肚学
<等m。<等．要如>警。+譬，只要证牝

Z z' ￡ ^z' z

>ln6+}又6：竺笪<丝，且ln6+÷在6>e4
D Z2 石2

D

上单调递增，所以只需n：>ln等+暑，即证

l∥2_ln等一暑>叩p证l％一lIl2一暑>o．因
为譬<4，所以只要证ln戈：一ln2一等>o对戈：>5成

立．令妒(龙)=l似一ln2一警，菇>5，则妒7(戈)=÷+
4(戈一1)e”>O，从而p(戈)在(5，+∞)上单调递增，

又9(5)：ln妻一萼>o，故9(菇)>o在(5，+∞)恒
成立，因此原不等式成立．

评析：本试题以函数零点知识为载体，导数研究

函数性质知识为素材，为考生推理论证搭建了许多途

径的思考平台．考生在，(石)的单调性的基础上，用图

象直观表示函数八菇)的性质，利用分离参数法求解参
数口的范围。考查考生数形结合思想、化归与转化思

想及运算求解能力．然后运用不等式放缩法，利用化

归与转化思想，把问题转化为判断函数妒(戈)的正负
问题，为考生提供丰富的思维方法和解题途径，让考
生的推理论证能力得到充分的展示，体现试题的区分

性与选拔性，促进考生数学素养的提升．
5结语

匈菲尔德(sehoenfeld)强调“在数学解题过程

中，元认知因素居于关键的地位，因为如何有效地

运用资源，如何采用适当的解题策略，常常是由元

认知所主导的”．波利亚(Polya)建议“把问题转化

万方数据
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为一个等价的问题，把原问题化归为一个已解决问 [2]江智如．利用图象法刍议函数整数解问题的解题策略

题，去考虑一个可能相关的问题，先解决一个更特 [J]．中学数学研究(华南师大)·2019(4)上：10一13·

殊的问题、或更一般的问题、或类似的问题”．因此 [3]江智如·直观想象素养下一道高中数学联赛试题的解法

套黜警差釜譬皇：登零譬兰鐾。黑高兰篓 ⋯淼备嚣黑嚣害；端茹．
导数的概念与性质，设计合理的“精致练习”一1加强 卜。嚣：钐：n：=二：．’：?。：≥≥茹j芝矗孟7詈盖≮菇苫Z+
导数应用的训练，总结相关题型的通性通法，启发 [5]磊巯，矗丽珍，张妥玫．例磊图像法求解函数每未问题
思维，提高导数问题的分析与解决能力，促进学生 的方法探析[J]．中学数学研究(江西师大)．2019(7)：37
数学学科综合素养的提升． 一39．

垒土^士。 [6]江智如．例谈不等式恒成立与存在性问题的解题策略
爹丐x陬

[J]．中学数学研究(华南师大)．2018(11)上：45—47．

[1]江智如．逻辑推理指引下极值点偏移解题策略的探究 【7]江智如．高中平面向量教学中的“精致练习”[】]．福建中

[J]．中学数学研究(华南师大)．2019(7)上：4—7． 学数学．2016(1)：16一19．

一道高考题的题源探析与拓展

江苏省南通中学(226001) 黄锋

2021年是江苏回归新高考的首年，新高考全国

卷I卷数学试题在考察形式上与原江苏卷有较大的差
异．比如说数列内容的考查，原江苏卷是以压轴题的

形式考查的，而新高考全国卷对数列的考查要求要稍

微低一点，注重考查数列递推关系这个本质．今年解
答题第17题考查了数列，主要考查定义法证明一个

数列为等差数列，求数列的前n项的和，数列的递推

关系是以奇偶项交叉递推的形式给出的．
1 考题分析

已知数列{口。)满足口l=1，口。+1=

{三：：：：：舅翥萋j c·，记6。=。：。，写出6，，6：，并求

数列{6。)的通项公式；(2)求{口。)的前20项和．
(2021年新高考I卷第17题)

考生解法分析：通过考后与考生交流发现，考
生写出6。，6：后，在求{6。)的通项公式时思路受阻，
先根据递推关系写出数列o。的前20项，解出第二

问，同时发现了数列{n。)的偶数项成等差数列，然

后归纳得到6。+。一6。=3，求得6。=3n一1．这里未严
谨证明的要扣分．

命题意图剖析：本题是已知条件明确奇偶项的
问题，第一问可以通过归纳推理得出数列{6。)是等

差数列，再通过定义证明，第二问本质上是依托第
一问得到的通项公式以及已知条件中相邻奇偶项

之间的关系求解，本题从思维上讲是有一定难度
的，可能是考虑第一道解答题尽量给学生拿分的想
法，本题设置了求前20项的和．

解析：(1)由题设可得6，=叱=口，+1=2，62=

04=口3+1=口2+2+1=5，又6n+1=02n+2=口2。+l+1

=(02。+2)+1=6。+3，即6。+。一6。=3，所以{6。)为

等差数列，故6。=2+(乃一1)×3=3n一1．

(2)设{o。)的前20项和为．s加，则S20=口。+口2
+口3+⋯+020，因为口l=02—1，口3=口4—1，⋯，口19

=020一1，所以S加=2(口2+n4+⋯’+018+口加)一10
=2(61+62+⋯+69+6Io)一10=2×婴也薯型一10：300．

Z

评析：对于奇偶项交叉递推关系给出的数列，

我们一般利用递推关系得到奇数项或偶数项的通
项公式，然后再讨论n的奇偶，分组求和，其中一组

的和利用递推关系转化为另一组的和解决，当然本

题也可以先分析得出{o。)的奇数项、偶数项分别成
等差数列，然后求出{口：。)、{n2。一。)的通项公式，再分
组求和得到结果．

2纵向对比

设数列{口。}的前n项和为S。，已知口，=1，口：=

2，且口。+2=3S。一Is。+1+3，(n∈Ⅳ+)．(1)证明：口。+2
=3口。；(2)求S。．(2015年湖南文第19题)

对比分析：本题虽然没有直接出现奇偶项字

眼，但命题立意显然是考查数列奇偶项问题，第一

问从思维难度上讲比今年的新高考试题要简单，第
二问又比新高考试题要难，但从解决问题的方法上
讲两者具有高度的一致性．

解析：(1)对任意n∈Ⅳ+，有口。+2=3S。一S。+1+

3(n∈J7＼，+)，因而对任意n∈Ⅳ+，n≥2，有口。+。=

3S。一1一S。+3(n∈Ⅳ+)，两式相减得o。+2一o。+l=
3口。一o。+1，即n。+2=3口。 (n≥2)，又01=1，口2=2，

所以口3=3Jsl一Js2+3=301一(口1+02)+3=3口l，故

对一切凡∈Ⅳ+，口。+2=3口。．

(2)(方法一)由(1)知口。≠0，所以翌兰=3，即
Ⅱ“

数列{o：。一。)是首项口。=1，公比为3的等比数列，数
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