
囵
所以当 x0 ＞ 1 ＋

1
2a

时，h（x0） ＜ 0.

即∃x0 ∈
1
2a
， ＋ ∞æ

è
ç

ö

ø
÷ ，g（x0） ＜ 0.

6 反思升华，道法自然

通过师生对本题的探索与思维碰撞，越发觉得

这是一道难得的锻炼学生思维能力的好题，尤其是

探索标准答案的产生原理和思路的过程中，逐渐产

生的对答案的理解和认同，这是思维的跨越，同时学

生对于导数中的找点问题有了更为深入的认识，也
总结了解决问题的常见思路，通常考虑三个方向：

1.特殊点代入，如 0，1，2，e， 1
e
，a， 1
a
，a2…

2.指数与对数运算关系找点：利用两个恒等式

logaax ＝ x及 alogax ＝ x转化.
3.对函数放缩找点：通常借助 ex ＞ x ＞ lnx（x ＞

0），ex ＞ x ＋ 1（x≠0）（见人教 A版教科书选修 2-2，
P32，复习参考题 B组 1） 等常见恒不等式进行放缩

或分组放缩.
追求本质、自然、简单的解题方法，不仅需要勤

思多练，更要注重对知识与思想方法的溯本追源，研

读课本，积累数学思维活动经验，唯有如此才能结出

累累硕果. “题在书外，根在书中” ［3］是不变的命题

理念，我们的教学一定要注重教科书的作用，别让自

己的教学与学生的学习成为无本之木、无源之水.
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当 导 数 遭 遇 三 角

华中师大一附中  430223  曹 轩

华中师大一附中  430223  龚 芮

  去年全国卷 Ⅰ 出现三角函数为背景的导数压

轴题，今年各大模拟试题也出现了很多导数与三角

函数的交汇类型，并且题型相对比较固定，主要侧重

三个方面的问题：一是以三角为背景的恒成立问题，
二是三角背景的导数零点问题，三是以三角为背景

的不等式证明问题.由于三角型函数的周期性，对称

性，有界性等方面的性质，无法多次求导使得三角函

数消失，学生往往很难处理此类问题.
类型 1 三角与恒成立

导数与三角的恒成立问题，往往考查的是“端
点” 效应，当然这里的“端点” 可能是区间端点也有

可能是整个函数对称点处；并且我们在书写过程中

充分性的表述可能会用到三角型函数的有界性，必
要性的证明中需要利用三角函数“端点” 处的局部

单调性（明确的） 去寻找到恒成立的矛盾区间或矛

盾值.

例 1 （2020年湖北高三五月调研理数 11） 已

知 f（x） ＝ a（ex - e -x） - sinπx（a ＞ 0） 存在唯一零

点，求实数 a的取值范围.
分析  f（x） 是定义在 R上的奇函数，所以 f（x）

的唯一零点是 0，又因为 a ＞ 0 且三角函数的有界

性，所以此题本质上是解决以下恒成立问题：f（x） ＞
0对 x∈（0， ＋∞）恒成立求实数 a的取值范围.典型

的端点效应，解答过程如下：
解析  f ′（x） ＝ a（ex ＋ e -x） - πcosπx，x∈ （0，

＋ ∞），f ′（0） ＝ 2a - π .

（1） 当 a ≥ π
2

时，a（ex ＋ e -x） ≥ 2a ≥ π，

πcosπx≤π，所以f ′（x） ＞ 0，x∈（0， ＋∞）恒成立，
因此 f（x） ＞ f（0） ＝ 0，x∈ （0， ＋ ∞） 恒成立；

（2） 当 0 ＜ a ＜ π
2
，x∈（0，π）时，f ′（x）是单调
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国
递增函数，且f ′（0） ＜ 0， f ′（π） ＞ 0.由零点存在定

理，存在 x0 ∈ （0，π） 满足f ′（x0） ＝ 0，因此 x ∈ （0，
x0），f ′（x） ＜ 0，此时 f（x） 单调递减，f（x0） ＜ f（0） ＝

0，与已知矛盾. 综上：实数 a的取值范围为 a≥ π
2
.

类型 2 三角与零点

这类问题需要我们多次求导明确单调性，明确

单调性的过程中我们需要“抓小放大”，抓小就是尽

量将研究的范围限定到三角函数的四分之一个周期

内，其它范围利用有界性整体考虑.
例2 （2019年新课标Ⅰ理数）已知函数 f（x） ＝

sinx - ln（1 ＋ x），f ′（x） 为 f（x） 的导数.证明：

（1） f ′（x） 在区间 - 1，π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内存在唯一极大

值点；
（2） f（x） 有且仅有 2个零点.
分析  在明确单调性的前提下，三角类型的找

点问题往往利用有界性或者特殊角的函数值，第二

问中 f（0） ＝ 0， lim
x→-1 ＋

f（x） ＝ ＋ ∞，下面利用解不等式的

方法找 f（x）在（ - 1，0）内大于 0的点：sinx≥- 1 ＞
ln（x ＋ 1）， 同理通过解不等式 sinx ≥- 1 ＞
ln（x ＋ 1），sinx≤1 ＜ ln（x ＋ 1），同时考虑第一问的

区间，找到符合点
π
2
，π，这个是我们分析问题的突

破口.
解析  （1） 设 g（x） ＝ f ′（x），则 g（x） ＝ cosx -

1
1 ＋ x

，g′（x） ＝ - sinx ＋ 1
（1 ＋ x） 2

.

当 x∈ - 1，π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时，g′（x） 单调递减，而 g′（0）

＞ 0，g′ π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ 0，可得 g′（x） 在 - 1，π

2
æ

è
ç

ö

ø
÷ 内有唯一

零点设为 α.则当 x∈（ - 1，α）时，g′（x） ＞ 0；当 x∈

α，π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时，g′（x） ＜ 0.

所以 g（x） 在（ - 1，α） 单调递增，在 α，π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 单

调递减，故 g（x） 在 - 1，π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内存在唯一极大值点，

即f ′（x） 在 - 1，π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内存在唯一极大值点.

（2） f（x） 的定义域为（ - 1， ＋ ∞） .
（ⅰ） 当 x ∈ （ - 1，0］ 时，由（1） 知， f ′（x） 在

（ - 1，0） 上单调递增，而f ′（0）＝ 0，所以当 x∈（ - 1，
0）时，f ′（x） ＜ 0，故 f（x）在（ - 1，0）上单调递减，又

f（0） ＝ 0，从而 x ＝ 0是 f（x） 在（ - 1，0］ 的唯一零点.

（ⅱ） 当 x∈ 0，π
2

æ

è
ç

ù

û
úú 时，由（1） 知，f ′（x） 在（0，

α）上单调递增，在 α，π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减，而f ′（0） ＝ 0，

f ′ π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ 0，所以存在 β ∈ α，π

2
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，使得f ′（β） ＝ 0，

且当 x∈ （0，β） 时，f ′（x） ＞ 0；当 x ∈ β，π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时，

f ′（x） ＜ 0. 故 f（x） 在 （0，β） 上 单 调 递 增， 在

β，π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上 单 调 递 减. 又 f（0） ＝ 0，f π

2
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ 1 -

ln 1 ＋ π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ 0，所以当 x∈ 0，π

2
æ

è
ç

ù

û
úú 时，f（x） ＞ 0.从

而，f（x） 在 0，π
2

æ

è
ç

ù

û
úú 没有零点.

（ⅲ） 当 x∈ π
2
，πæ

è
ç

ù

û
úú 时，f ′（x） ＜ 0，所以 f（x）在

π
2
，πæ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减.而 f π

2
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ 0，f（π） ＜ 0，所以

f（x） 在
π
2
，πæ

è
ç

ù

û
úú 内有唯一零点.

（ⅳ） 当 x∈（π， ＋ ∞）时，ln（x ＋ 1） ＞ 1，所以

f（x） ＜ 0，从而 f（x） 在（π， ＋ ∞） 内没有零点.
综上，f（x） 有且仅有 2个零点.
类型 3 三角与不等式的证明

这种问题的解决部分人着重自己构造新的函数

放缩，这种做法与出题人的意图违背，我觉得可以从

以下两种方法出发：一是大家积累常见的函数组合

（例如 xlnx，e
x

x
，lnx ＋ x，sinx

x
等等），把常见的组合函

数放在一起，对于三角类型的函数利用有界性进行

放缩即可；二是由于三角函数的周期性和有界性，对
于不等式的证明我们可以分范围分段考虑.具体操

作过程如下：
例 3 （2020年湖北高三五月调研理数 21） 已

知 f（x） ＝ 2π 2x2 ＋ cosax - 1，a∈ R.
（1） 若 f（x） ≥ 0恒成立，求 a的最大值 a0；

（2） 若 g（x）＝ ln（2π 2x ＋ 1 - π 2） ＋ π
2

2
，取（1）中

的 a0，当 a ＝ a0 时，证明：g（x） - f（x） ≤ 2.
解析  第一问参考本文的类型1例1解答，a0 ＝

2π，限于篇幅省略过程.
由（1） 可知 f（x） ＝ 2π 2x2 ＋ cos2πx - 1，要证

ln（2π 2x ＋ 1 - π 2） ＋ π
2

2
- （2π 2x2 ＋ cos2πx - 1） ≤
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囵
2，也就是证明：ln（2π 2x ＋ 1 - π 2） - 2π 2x2≤1 - π

2

2
＋ cos2πx. ①

设 φ（x） ＝ ln（2π 2x ＋ 1 - π 2） - 2π 2x2，x ∈
1
2
- 1
2π2
， ＋∞æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 则 φ′（x） ＝

- （4π2x ＋ 2）（2π2x - π2）
2π2x ＋ 1 - π2

， 因 此 φ（x） 在

1
2
- 1
2π 2
， 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增，在 1

2
， ＋ ∞æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调

递减.

φ（x）max ＝ φ
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ - π

2

2
，① 式右侧 1 - π

2

2
＋

cos2πx≥ 1 - π
2

2
＋ （ - 1） ＝ - π

2

2
，原不等式得证.

例 4 （2020年陕西模拟）已知函数 f（x） ＝ （x -
a）lnx（a∈ R），它的导函数为f ′（x） .

（1） 当 a ＝ 1时，求f ′（x） 的零点；
（2） 当 a ＝ 0时，证明：f（x） ＜ ex ＋ sinx - 1.
解析  （2）（第一问限于篇幅，此处省略） .
法 1 要证不等式 xlnx ＜ ex ＋ sinx - 1，也就是

证明：lnx - e
x - 1
x

＜ sinx
x
.

令 h（x） ＝ lnx - ex - 1
x
， 则 h′（x） ＝

（1 - x）（ex - 1）
x2

，因此 h（x）在（0，1）上递增，在（1，

＋ ∞） 上递减，h （x）max ＝ 1 - e.

当 x ∈ （0，π］ 时，sinx
x
≥ 0 ＞ 1 - e；x ∈ （π，

＋ ∞） 时，sinx
x
≥
- 1
x
＞ - 1
π
＞ 1 - e，所以 x∈ （0，

＋ ∞） 时，sinx
x
＞ lnx - e

x - 1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

max
，原不等式得证.

法 2 分段考虑

（1）x∈（0，1］时，xlnx≤0，ex ＋ sinx - 1≥ sinx
＞ 0，不等式成立；
（2）x∈ （1， ＋ ∞） 时，φ（x） ＝ ex ＋ sinx - 1 -

xlnx，φ′（x） ＝ ex ＋ cosx - lnx - 1，令 h（x） ＝ ex ＋ cosx

- lnx - 1，h′（x） ＝ ex - sinx - 1
x
＞ e - 1 - 1 ＞ 0，

所以 h（x） 在（1， ＋ ∞） 上单调递增，所以 h（x） ＞
h（1） ＝ e - 1 ＋ cos1 ＞ 0，x∈ （1， ＋ ∞） 时，φ（x） 单

调递增⇒φ（x） ＞ φ（1） ＝ e ＋ sin1 - 1 ＞ 0.
综上原不等式得证.
总之，三角函数正逐渐走进导数解答题，并由于

它一些独有的性质，正逐渐受到命题老师的青睐.三
角函数与其它函数在一起时，往往需要放大抓小，如
果其它函数具有对称性我们就从整体的对称性考

量.从辩证法的角度看，在局部小的范围内具有确定

的单调性，往往需要求导多次，才能找到一个某阶导

数恒大于零或小于零的情况，同时三角函数相对于

其它函数在运动中相对稳定，可以借助它的有界性

进行放缩处理.

当 ex 遇 上 n次函数
———议 2020年全国卷Ⅰ和浙江卷的导数压轴题

江苏省无锡市市北高级中学  214045  胡蓓蓓

  2020注定是不平凡的一年，万众瞩目的高考卷

精彩纷呈，不负众望，更是呈现了一场导数的饕餮盛

宴，令广大师生回味深远.
近年高考卷中的导数压轴题多以多项式函数

（一次函数、二次函数、三次函数）、指数与对数函数

的组合表达式为载体，以切线、单调性、极值、最值、
零点、恒成立、不等式证明等问题进行设问，综合性

强，难度较大，因此在复习中要强化研究函数与导数

问题的一般思路和方法，淡化解题技巧.导数作为兼

具代数运算和几何性质的重要概念，是研究函数性

质的有力工具，对学生的数学抽象、逻辑推理与运算

求解能力都提出了很高要求.
1 当 ex 遇上一次函数

ex ≥ x ＋ 1，是课本一道习题，y ＝ x ＋ 1是 y ＝ ex

在 x ＝ 0处的切线，数形结合，指数函数图象恒在切

线的上方或在切点处相切.同理 ex ≥ ex.许多压轴试

题的背景都与这两个不等式有关，通过切线放缩，化
直为曲，以直代曲.
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