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低起点，小步子，炼方法
———《圆锥曲线的离心率问题》高三复习课教学思考与设计

单铭成

（南京大学附属中学，２１０００８）

摘　要：《圆锥曲线的离心率问题》高三复习课教学，可从一些直

接或稍有变化地运用离心率定义或公式就能解决的简单题目出发，

让学生回顾、熟悉解决这类问题最基本的知识与方法，较快地进入学

习状态；再设计几道基于焦点三角形条件的典型题目，并通过变式串

联，层层递进，让学生深入研究这一类重要的子问题，并对每一道题

目多角度地思考，获得多种解法；再做比较与总结，从而既掌握通性

通法，又学会特殊技巧，能灵活分析同类问题，恰当选择应对方法。

关键词：《圆锥曲线的离心率问题》　高三复习课　教学设计

　　圆锥曲线的离心率是反映圆锥曲线形状

特征的一个重要的量，是高中数学《圆锥曲

线》单元的重要知识（概念）。圆锥曲线的离

心率问题是近些年江苏和全国其他地区高考

的一个热点。因此，笔者设计和实施了以此

为主题的高三复习课教学。

一、教学思考

圆锥曲线的离心率问题可以分为求椭圆

或双曲线离心率的值和求椭圆或双曲线离心

率的取值范围两类。具体题目综合性较强，

条件灵活多变。最常见的条件与椭圆或双曲

线的焦点三角形有关。

要求椭圆或双曲线离心率的值或取值范

围，首先，要掌握基于椭圆或双曲线第一定义

的离心率定义ｅ＝ｃａ
（ｃ为半焦距，即两焦点间

距离的一半；ａ为长或实半轴长，即圆锥曲线

上的点到两焦点的距离的和或差的一半），以
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及基于椭圆或双曲线第二定义的离心率公式

ｅ＝ｄＰＦｄＰｌ
（ｄＰＦ为圆锥曲线上的点到焦点的距

离，ｄＰｌ为该点到相应准线的距离）；其次，要能

数形结合，抓住椭圆或双曲线的标准方程（包

括变形结论）和几何性质（包括定义），充分转

化已知条件（通常是几何条件），建立ａ、ｂ、ｃ的

齐次方程或不等式。

笔者执教班级的学生学习基础一般，对

圆锥曲线离心率的定义和公式的记忆基本没

有问题，但是不太能灵活运用，遇到复杂条件

的转化时，更是容易迷失方向，找不到方法。

因此，本节课例（习）题的设置应该注意

“低起点，小步子，炼方法”，从而让学生跟得

上、学得会、带得走。具体地，可从一些直接

或稍有变化地运用离心率定义或公式就能解

决的简单题目出发，让学生回顾、熟悉解决这

类问题最基本的知识与方法，较快地进入学

习状态；再设计几道基于焦点三角形条件的

典型题目，并通过变式串联，层层递进，让学

生深入研究这一类重要的子问题，并对每一

道题目多角度地思考，获得多种解法；再做比

较与总结，从而既掌握通性通法，又学会特殊

技巧，能灵活分析同类问题，恰当选择应对方

法。这样，才能避免“过分拔高”和“题海战

术”，让教学有实效、更高效。

二、教学设计

（一）简单练习：低起点

练习１　如果椭圆的长半轴长为５，焦距

为６，那么椭圆的离心率为　　　　。

练习２　在平面直角坐标系ｘＯｙ中，若

双曲线ｘ
２

ｍ－
ｙ２

ｍ２＋４＝１
的离心率为槡５，则ｍ的

值为　　　　。

练习３　已知双曲线ｘ
２

ａ２－
ｙ２

ｂ２ ＝１
（ａ＞０，

ｂ＞０）的渐近线方程为ｙ 槡＝± ３ｘ，则该双曲线

的离心率为　　　　。

练习４　若以椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝１
（ａ＞ｂ＞０）

的左焦点Ｆ（－ｃ，０）为圆心、半焦距ｃ为半径

的圆与椭圆的左准线交于不同的两点，则该

椭圆离心率的取值范围是　　　　。

练习１从几何性质的角度给出ａ、ｃ的值，

引导学生直接运用椭圆离心率的定义求出椭

圆离心率的值（答案为３
５
）。

练习２从标准方程的角度给出ａ、ｂ的表

达式，引导学生变形运用双曲线离心率的定

义（ｃ
ａ＝ １＋ｂ

２

ａ２槡 ），基于双曲线离心率的值逆

向求出表达式中参数的值（答案为２）。

练习３从几何性质和标准方程结合的角

度（渐近线的方程）给出ｂ
ａ
的值，引导学生变形

运用双曲线离心率的定义 ｃ
ａ＝ １＋ｂ

２

ａ２槡（ ）求
出双曲线离心率的值（答案为２），让学生认识

到求出ａ、ｂ、ｃ的比值即可，感悟出可以建立

ａ、ｂ、ｃ的齐次方程。

练习４融合其他图形，从几何性质的角

度给出ａ、ｃ的齐次不等式 ａ
２

ｃ－ｃ＜ｃ（ ），引导
学生逆向（代入）运用椭圆离心率的定义求出

椭圆离心率的取值范围（答案为 槡２
２
，１（ ）），让

学生强化对建立ａ、ｂ、ｃ的齐次不等式的感悟。

这四道练习题都比较简单，符合“低起

点”的要求；在逐步增加难度的同时，关注条

件变化的基本方面和问题解决的基本方法。

（二）典型例题：小步子

例１　设椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝１
（ａ＞ｂ＞０）的左

右焦点分别为Ｆ１、Ｆ２，过点Ｆ１的椭圆长轴的

垂线交椭圆上半部于点Ｐ，若△Ｆ１ＰＦ２为等腰
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直角三角形，求该椭圆的离心率。

例２　设椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝１
（ａ＞ｂ＞０）的左

右焦点分别为Ｆ１、Ｆ２，Ｐ 为椭圆上的任意一

点，若△Ｆ１ＰＦ２为等腰直角三角形，求该椭圆

的离心率。

例３　设椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝１
（ａ＞ｂ＞０）的左

右焦点分别为Ｆ１、Ｆ２，若椭圆上存在一点Ｐ，

使得∠Ｆ１ＰＦ２＝９０°，求该椭圆的离心率的取

值范围。

例４　已知Ｆ１、Ｆ２是双曲线
ｘ２

ａ２－
ｙ２

ｂ２＝１
（ａ

＞０，ｂ＞０）的左右焦点，Ｏ为坐标原点，Ｐ为双

曲线上的任意一点，若△ＯＰＦ２为正三角形，

求该双曲线的离心率。

例１的条件非常特殊：如图１，焦点三角

形是等腰直角三角形且左焦点是直角顶点，

即ＰＦ１＝Ｆ１Ｆ２ 且ＰＦ１⊥Ｆ１Ｆ２。因此，通过几

何直观，很容易得到ＰＦ１＝Ｆ１Ｆ２＝２ｃ，ＰＦ２＝

槡２ ２ｃ，且点Ｐ的横坐标为－ｃ。于是，有这样
几种建立ａ、ｂ、ｃ的齐次方程，从而求出ｅ的值

的方法：（１）由椭圆的第一定义得 槡２＋２　２（ ）ｃ
＝２ａ，解得ｅ 槡＝ ２－１；（２）由椭圆的第二定义

得 ２ｃ
ａ２
ｃ－ｃ

＝ｃａ
，解得ｅ 槡＝ ２－１；（３）由椭圆的标

准方程得ｃ
２

ａ２＋
４ｃ２

ｂ２ ＝１
，即ｂ
ａ ＝

２ｃ
ｂ
，解得ｅ 槡＝ ２

－１。

例２是例１的变式，条件的一般性增加：

如图２、图３，焦点三角形还是等腰直角三角

形，但Ｆ１、Ｆ２、Ｐ 都可能是直角顶点，要结合

椭圆的对称性，分类讨论，答案是槡２－１或

槡２
２
。对于图３所示的Ｐ是直角顶点的情况，

利用椭圆的对称性不难得到Ｐ是椭圆的上或

下顶点，△ＯＰＦ１ 和△ＯＰＦ２ 是以ａ、ｂ、ｃ为三

边长的特征三角形。

图１

　
图２

图３

　
图４

例３是例２的变式，条件的一般性继续

增加：如图４，焦点三角形是直角三角形且椭

圆上的点是直角顶点，即∠Ｆ１ＰＦ２＝９０°。于

是，可得这样几种转化几何条件，建立ａ、ｂ、ｃ

的齐次不等式，从而求出ｅ的取值范围的方

法：（１）点Ｐ在以Ｆ１Ｆ２为直径的圆上，即ＯＰ＝

１
２Ｆ１Ｆ２＝ｃ

，结合椭圆的几何性质ＯＰ∈［ｂ，ａ］，

可得ｂ≤ｃ≤ａ，解得ｅ∈ 槡２
２
，１［ ）；（２）ＰＦ１→ ·

ＰＦ２→ ＝０，设Ｐ（ｘ，ｙ），由Ｆ１（－ｃ，０）、Ｆ２（ｃ，０），

得ｘ２－ｃ２＋ｙ２＝０，又由ｘ
２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝１
，消去ｙ２，

可得ｃ２－ｘ２＝ｂ２－ｂ
２

ａ２ｘ
２＝ａ２－ｃ２－ｘ２＋ｃ

２

ａ２ｘ
２，

即得ｃ
２

ａ２ｘ
２＝２ｃ２－ａ２，又由－ａ＜ｘ＜ａ，可得０

≤２ｃ２－ａ２≤ｃ２，解得ｅ∈ 槡２
２
，１［ ）；（３）由余弦

定理（此处即勾股定理），可得ｃｏｓ∠Ｆ１ＰＦ２＝

ＰＦ２１＋ＰＦ２２－Ｆ１Ｆ２２
２ＰＦ１·ＰＦ２

＝０，得ＰＦ２１＋ＰＦ２２＝４ｃ２，

又ＰＦ１＋ＰＦ２＝２ａ，由基本不等式的变形

２（ＰＦ２１＋ＰＦ２２）≥（ＰＦ１＋ＰＦ２）２，可得８ｃ２≥
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４ａ２，解得ｅ∈ 槡２
２
，１［ ）。

这三道例题都是基于焦点三角形条件的

题目。从例１到例３，条件的一般性不断增

加———从形状确定的等腰直角三角形到形状

不确定的直角三角形；结论的一般性随之增

加———从确定的离心率的值到不确定的离心

率的取值范围。例２作为例１和例３的过渡，

尤其凸显了“小步子”的特征。通过多种解法

的比较，可以引导学生总结解决这类问题的

通性通法———数形结合，抓住椭圆或双曲线

的标准方程（包括变形结论）和几何性质（包

括定义），充分转化已知条件（通常是几何条

件），建立ａ、ｂ、ｃ的齐次方程或不等式；感悟可

能用到的各种特殊技巧———特殊三角形的性

质、正弦定理和余弦定理、向量的知识以及圆

锥曲线的范围和对称性、基本不等式等。从

而遇到具体问题时，不仅有一般思路，而且能

选择具体方法。例３教学后，还可以再设计

一个小的变式———将 ∠Ｆ１ＰＦ２ ＝９０°改为

∠Ｆ１ＰＦ２＝６０°，让学生充分体会方法的优化

选择。

例４则是例１另一个角度的变式，即将

焦点三角形变成“焦点、中心三角形”，将等腰

直角三角形变成正三角形（形状还是确定

的），将椭圆变成双曲线。基于前三道例题，

求解本题的基本思路是将“焦点、中心三角

形”的条件转化到焦点三角形中：连接ＰＦ１，

由△ＯＰＦ２为正三角形，不难得到△Ｆ１ＰＦ２
中，∠Ｆ１ＰＦ２＝９０°，∠ＰＦ１Ｆ２＝３０°，∠ＰＦ２Ｆ１
＝６０°。这样便可采用与例１类似的方法，建

立ａ、ｂ、ｃ的齐次方程，从而求出ｅ的值。由

此，让学生充分体会转化思想和通性通法的

重要性。

（三）随堂检测

１．设椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝１
（ａ＞ｂ＞０）的焦距为

２ｃ，圆Ｏ的圆心为原点，半径为ａ，过椭圆右准

线与ｘ轴的交点Ｐ 作圆Ｏ 的两条切线，若两

条切 线 相 互 垂 直，则 该 椭 圆 的 离 心 率

为　　　　。

２．设椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝１
（ａ＞ｂ＞０）的焦距为

２ｃ，圆Ｏ的圆心为原点，半径为ａ，若椭圆的右

准线上存在一点Ｐ，使得过点Ｐ的圆Ｏ 的两

条切线相互垂直，则该椭圆的离心率取值范

围是　　　　。

随堂检测是例题的延续和变化，可以检

测课堂教学效果，拓展学生的思维。这里的

两道检测题目跳出了基于焦点三角形的条

件，让学生感受圆锥曲线离心率问题的多样

性，提升思维的灵活性。而考虑到学生的学

习基础一般，这两道检测题仍然注意“低起

点，小步子”，即难度不太大、从特殊到一般变

化。学生可充分利用圆的几何性质转化已知

条件，建立ａ、ｃ的齐次方程ａ
２

ｃ 槡＝ ２ａ，求出第１

题中离心率的值；再推理发现，第１题实际上

是第２题中准线到中心的距离最大的情况，

即离心率最小的情况，从而求出第２题中离

心率的取值范围。
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