
2020年第59卷第3期 数学通报 7

基于数学史的数学学科德育内涵课例分析①

汪晓勤 邹佳晨

(华东师范大学教师教育学院200062)

1 引言

《左传·襄公二十四年》：“太上有立德，其次

有立功，其次有立言，虽久不废，此之谓不朽．”立

德、立言和立功后来就被称为“三不朽”．德才兼备

一直是中国古代对人才的要求，司马光称：“才德

全尽谓之圣人，才德兼亡谓之愚人，德胜才谓之君

子，才胜德谓之小人．”[11古希腊“三杰”苏格拉底、

柏拉图和亚里士多德都倡导以陶冶人的美德和训

练人的理性作为教育的目标，其中，美德包括正

义、智慧、勇敢和节制．意大利人文主义教育家弗

吉利奥(P．P．Vergerio，1349--1420)认为，学问

和品行是一个人共同的学习目标，而学问从属于

道德．[2]

立德树人是当今教育的根本任务，如何在教

学过程中落实立德树人，是数学教育研究的重要

课题．《普通高中数学课程标准(2017年版)》(以

下简称《标准》)，将数学学科德育列为数学课程的

目标之一：

“通过高中数学课程的学习，提高学习数学的

兴趣，增强学好数学的自信心，养成良好的数学学

习习惯；树立敢于质疑、善于思考、严谨求实的科

学精神；认识数学的科学价值、应用价值、文化价

值和审美价值；进一步促进学生全面、可持续

发展．”[3]

实践表明，在数学教学中，数学史有助于构建

知识之谐、彰显方法之美、营造探究之乐、实现能

力之助、展示文化之魅、达成德育之效[4]．但是，在

HPM领域，人们对“德育之效”的内涵还缺乏深

入的探讨．此外，由于对数学学科德育内涵并没有

清晰的认识，一些教师在将数学史融人数学教学

时，对一些德育点往往“视而不见”，从而失去了落

实德育的机会．还有一些教师甚至认为，数学与德

育没有关系．

有鉴于此，我们根据有关文献，结合《标准》的

论述，初步构建基于数学史的数学学科德育的内

涵分析框架，并通过若干典型的HPM课例，来说

明框架的有效性，为HPM课例研究和数学学科

德育的理论和实践研究提供参考．

2基于数学史的数学学科德育分类框架

19世纪以前，西方学者对数学的德育价值有

过长期的讨论．古希腊哲学家柏拉图(Plato，公元

前427一公元前347)认为，几何学可以提升人的

智慧，将人的灵魂引向真理；古希腊天文学家托勒

密(C．Ptolemy，约85—165)认为，数学可以提升

人的品质；16世纪英国数学家比林斯利(H．Bill—

ingsley)认为，数学美化人们的心灵；16世纪教育

家韦弗斯(J．L．Vires，1492—1552)认为，数学

对于那些心浮气躁的、慵懒、不思进取的人们具有

惩戒和约束作用[51；17世纪英国哲学家洛克(J．

Locke，1632—1704)认为，数学让人养成严密推

理的习惯；17世纪苏格兰数学家阿布斯诺特(J．

Arbuthnot，1667—1735)在其《论数学学习的益

处》中提出：数学使人获得清晰的、论证性的、有条

理的推理习惯，为头脑注入生命力，使其免受偏

见、轻信和迷信的影响[61；18世纪美国物理学家

和政治家富兰克林(B．Franklin，1706—1790)认

为，数学证明有助于形成正确思维、精确推理、从

一切现象中去伪存真的能力．20世纪初，英国工

程师、教育家培利(J．Perry，1850一1920)在总结

数学教育价值时指出：“数学让一个人知道独立思

①本文系第十届中国数学会数学史分会学术年会暨第八届数学史与数学教育学术研讨会大会报告；上海高校“立德树人”人文社

会科学重点研究基地之数学教育教学研究基地研究项目“数学课程与教学中落实立德树人根本任务的研究”系列论文之一．
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考的重要性，摆脱权威之桎梏；让他相信，无论他

是服从还是命令，他都只是最高等动物中的一个

而已．”[7]上述诸家观点涉及数学在培养人的理性

和品质两个方面的价值．

HPM视角下的数学教学借鉴历史，注重数

学知识的发生和探究过程，还原数学的本来面目，

揭示数学背后的人文元素，在数学与人文之间架

起一座桥梁，因而有助于理性和品质的培养，但这

些并非“德育之效”的全部内涵．根据西方学者对

于数学史教育价值的讨论与《标准》提出的课程目

标，结合HPM视角下的数学教学实践，我们将基

于数学史的德育价值分为理性、信念、情感、品质

等，见表1．

但西方学者所总结的数学史教育价值，并不

能涵盖上述四个维度的所有要素．如，他们很少提

及爱国主义，但爱国是每一位公民应该具备的品

质(对应于一般核心素养“责任担当”中的“国家认

同”)，是数学学科德育不可或缺的组成部分．此

外，一般核心素养的某些要素，如“责任担当”中的

“国际理解”等，在HPM教育价值分类框架中被

归入“文化之魅”维度[1 3|．

表1 基于数学史的数学学科德育的分类框架

要素 部分代表性观点 作者 一般核心素养 《标准》中的德育目标

(1)数学史可以培育学生坚持真理、追求创新的 查纳基斯与阿 科学
树立敢于质疑、善于

理性 思考、严谨求实的科
精神． 卡维‘8]

’

精神
学精神

数学史可以：

(1)增加学生的学习动机； 福韦尔‘93；古里克斯 提高学习数学的兴

情感 (2)使数学变得更亲和、更令人愉悦、更激动 与布罗姆‘”3；詹克维
学会

人心； 斯特‘11]
学习

趣，增强学好数学的

自信心

(3)增加对数学的兴趣

数学史揭示：

(1)数学乃是人类的一种文化活动，因而数学是

一门人性化的学科；

(2)数学是一门不断演进的学科，而不是一个僵
查纳基斯与阿卡 人文

认识数学的科学价

信念 化的真理系统；
维‘83；詹克维斯特‘11] 底蕴

值、应用价值、文化价

(3)在数学上，错误、启发式论证、不确定性、怀 值和审美价值

疑、直观论证、死胡同、争议、问题的另类解法不

仅是合情合理的，而且也是数学在其发展过程中

的不可分割的一部分．

(1)数学史告诉学生，面对挫折、失败和错误，不 查纳基斯与阿

必灰心丧气． 卡维跚
健康生活， 促进学生全面、可持

品质 (2)数学史可以让学生学会摈弃自我为中心的思 阿卡维与磁田[”1
责任担当 续发展

维习惯，学会倾听、尊重和包容．

(3)培养优秀生的远见卓识． 福韦尔‘9]

以下我们通过近年来HPM专业学习共同体

所开发的10个HPM课例来分析基于数学史的

数学学科德育诸要素．

3数学学科德育案例分析

3．1 理性

理性指的是通过符合逻辑的推理而非依靠经

验、表象进行判断、分析、综合、获得结论的能力．

在课例“平方差公式”[141中，教师以等周长方

形土地出租问题引入(n+b)(Ⅱ一b)的计算问题，

告诉学生不能仅凭经验或直觉去作判断．事实上，

古人有“周长越长，面积越大”的迷思概念；而数学

教育研究表明，这种迷思概念今天依然存在[1 5|．

在课例“对顶角和邻补角”[161中，当学生说

“对顶角看上去就是相等的”时，教师通过视错觉

图形来说明“眼见不一定为实”的道理，强调说理

的重要性．正如斯顿和米利斯在其《平面几何》
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(1916)中所说：“要检验作图的准确性、发现或确

立一般事实，仅仅靠测量和实际操作是不可靠的．

要获得数学真知，最好的方法是通过推理．”[1力在

课堂教学的尾声，教师通过微视频，介绍古希腊哲

学家泰勒斯对于数学证明的开创性贡献，说明数

学证明是人类认识世界从感性上升到理性的重要

标志．

在课例“三角形内角和”[1 8]和“三角形中位

线”[1 9]中，教师都借鉴所讲授主题的历史起源设

计了操作活动(拼图和剪纸)，但强调：实验操作只

是数学发现的手段，还需要对所得出的结论进行

说理或演绎证明，方能确立有关定理的正确性．

在“有理数的乘法-[20]中，教师讲述了19世

纪法国作家司汤达学习“负负得正”的故事，故事

中，司汤达的数学老师未能对“负负得正”的合理

性作出解释，面对司汤达的“债务乘以债务何以能

等于收入”的疑问，更是彻底崩溃．教师引入探究

活动：如何帮助司汤达解决上述疑问?课堂上，学

生各自从生活实例出发给出自己的解释．教师借

此培养学生的理性思维方式：对于规定性的数学

法则，不能仅仅满足于知其然(记忆法则)，还要知

其所以然(探究法则的合理性)．

可见，数学史融人数学教学，可以让学生理解

直觉、经验、观察、测量、实验操作的局限性以及说

理与证明的必要性，并树立“探求所以然”的意识．

3．2信念

数学信念指的是个体关于数学的主观知识，

Kloosterman(2002)将其分成对数学的信念和对

数学学习的信念两大类[21|．

一部数学的历史就是人类思想、方法、语言、

工具的演进史．在课例“字母表示数”[223中，教师

让学生解决古希腊数学家丢番图(Diophantus，

约200 284)《算术》中的一个问题：“已知两数的

和与差，求这两个数”．多数学生与丢番图一样，采

用“缩略代数”的方法，即设所求的两个数分别为

z和Y，它们的和与差分别用特殊值来代替，从而

通过解二元一次方程组，得到两个数．教师将学生

称为“小丢番图”，并告诉他们：已知的和与差(尽

管题中没有给出具体数值)事实上也可以用字母

来表示，这是16世纪法国数学家韦达(F．Vi6te，

1540一1603)的做法．据此，教师让学生认识代数

学从缩略代数到符号代数的变化过程，从而感悟

数学的演进性．类似地，在课例“完全平方公

式”[231中，教师通过微视频，追溯完全平方公式从

欧几里得《几何原本》中的几何命题到韦达以字母

表示的代数恒等式的过程(图1)，让学生认识数

学语言的演进性．

圈 任意分一线段成
两段，则整段上

一 ——÷● 的正方形等于两 —一即+功：刊z+2爿B+廖
分段上的正方形
与两分段所构成
矩形的二倍之和。

图形语言 文字语言 符号语言

图1 完全平方公式的语言演进

数学历史留下了人们探索新知时的许多错

误．在课例“可化为一元二次方程的分式方程”[241

中，教师在PPT中呈现了18世纪英国盲人数学

家桑德森(N．Saunderson，1682—1739)解一个

分式方程的过程：

42x．——35x

x—--—2一手i

42 35

=’——=一z一2 z一3

=>42(z一3)一35(z一2)

≥z一8．

这里，桑德森在方程两边约去z，导致失根．

由此，让学生看到历史上数学家“忽略零根”的

错误．

任何数学知识背后都有其发生和发展的历史

动因，包括内在动因和外在动因．许多HPM课例

都借鉴了数学知识的外在动因．古巴比伦土地分

割问题导致三角形中位线定理的诞生；古希腊地

砖密铺问题导致三角形内角和定理的发现；源于

古希腊土地分配的等周问题导致平方差公式的应

用；而全等三角形判定定理则是古人的一种距离

测量方法的重要依据．有关课例揭示了数学知识

的现实来源，让学生感受到数学的应用价值．

课例“全等三角形的应用”[251中，教师借鉴角

边角定理的历史设计了天堑宽度测量的探究活

动，学生最终运用泰勒斯的方法成功解决问题．这

种跨越时空的探究活动，让学生认识到“学过的知

识可以运用于生活实际”、“数学有很强的实践性

和广泛的应用性”、“数学绝不仅仅是一个死板枯

燥的学科，它是一个广阔无垠的世界，一个拥有无

限可能、无限机会和无限美丽的新世界”[2⋯．
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可见，在数学课堂上展现数学的历史，可以帮

助学生认识数学和数学活动的本质：数学知识并

非从天而降，而是源于人类的现实生活；数学是人

类的文化活动，是人性化、演进性的学科；数学家

也会犯错误．凡此种种，均可让学生树立正确的数

学观．

3．3情感

情感指的是个体对于数学和数学学习的倾向

性，包括动机、兴趣、自信心等．作为学校课程的数

学在人们心目中往往是枯燥乏味的，因为学生面

对的往往是冷冰冰的概念、公式、定理和法则以及

做不完的卷子，几乎看不到数学学科中的人的元

素．将数学史融人数学教学，意味着恢复数学的人

性，让数学课堂充满人文元素，这必然可以激发学

生的学习兴趣，也是一线教师眼中数学史的主要

教育价值．上文我们说到，数学史揭示了数学主题

产生和发展的动因，课堂上再现这些动因，自然也

就激发了学生的学习动机．

许多HPM课例都借鉴有关主题的历史来设

计数学探究活动，在学生获得探究结果之后，教师

将其与历史上数学家的方法进行对比．此时，学生

仿佛“穿越时空与数学家对话”，而数学家又仿佛

成了班里的“一名额外的学生”．在课例“三角形内

角和”[18]中，教师设计了“用六个同样的等腰三角

形或不等边三角形进行拼图”的活动，活动中，学

生自主发现三角形内角和等于180。．教师进而让

学生分组探究三角形内角和的说理方法，最终，各

组得到图2所示的四种方法．教师在评价诸方法

时指出，方法1—4分别是古希腊毕达哥拉斯学

派、欧几里得、18世纪法国数学家克莱罗(A．C．

Clairaut，1713一1765)和19世纪美国教科书给

出的方法．

在课例“三角形的中位线”[19]中，教师设计

“将三角形土地四等分”的探究任务，从其中“联结

各边中点”的分割方案中发现中位线的性质，并让

学生探究性质的证明．课堂上学生相继给出四种

证明(图3)．教师在评价诸方法时指出：方法1(在

中位线上做高线)其实就是我国三国时代数学家

刘徽在证明三角形面积公式时所采用的“出入相

补法”；而方法2(在中位线上作中线)突破了刘徽

的“将三角形转化为矩形”的限制，方法3(在中位

线上任取一点与顶点联结)更是将刘徽的“出人相

方法1 方法2

方法3 方法4

图2七年级学生对三角形内角和的说理

补法”一般化，是对出入相补法的创造性运用

陟 ＼
方法1 方法2 方法3

图3 八年级学生对三角形中位线定理的证明

在课例“一元二次方程的配方法”[2阳中，教师

借鉴9世纪阿拉伯数学家花拉子米(A1一Kh—

warizmi，约780一850)解一元二次方程的几何方

法，设计“用几何方法配方”的探究活动．在引导学

生用花拉子米的方法完成一元二次方程z2+10x

=15的图形配方之后，一名学生给出了新的几何

解法(图4)．教师在评价该方法时，进行了古今联

系：这种配方法与三国时代数学家赵爽的方法(图

5)异曲同工!用今日代数语言来表达，学生的方

法相当于：

图4学生关于方程X2+lOx=15的几何解法

z2+10x一15

净z(T+10)一15
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≥4×号×(詈+5)215

≥4×号×(号+5)+52—40
≥(z+5)2—40

≥z+5=2√而

=>z一--5+2湎．
r+1n o

x+10

x+10

图5赵爽关于方程X2+lOx=15的几何解法

而赵爽的方法相当于：

z2+10x一15

=>z(z+10)一15

=>4z(z+10)一60

≥4z(z+10)+102—160

≥(2x+lO)2—160

=>2z+lO一4√而

=>z一一5+2湎．
两者实际上都利用了代数恒等式4ab+

(n--b)2一(以+b)2．教师强调，几何方法的局限

性在于只能得到方程的正根．

在古今对比中，教师让学生看到，自己完全能

够像数学家那样去思考并解决问题，且自己所用

的方法与古代数学家的方法是一致的，甚至超越

古代数学家，从而更加亲近数学，树立学习的自信

心．给学生一缕阳光，学生将更加灿烂．将数学史

融人数学教学，为学生创造了探究的机会，也为教

师实施数学学科德育提供了有效的载体．

3．4 品质

品质指的是个体的人格、意志、修养和精神境

界．历史上，一代又一代数学家在英国诗人华兹华

斯(W．Wordsworth，1770 1850)所说的“由纯

粹智力所创造的自由世界”中耕耘，他们执着地追

求真善美，恬淡、勤奋、坚韧、顽强，展示了高尚的

心灵，为人类留下了宝贵的精神财富，也成了理想

的德育素材．

在课例“平方差公式”[1胡中，教师利用我国三

国时代数学家赵爽的几何方法来推导平方差公

式，并引用《周髀算经》注中的话：“负薪余日，聊观

《周髀55”，告诉学生：数学家赵爽在物质条件十分

艰苦的情况下仍不忘学习和研究．接受访谈的学

生称，赵爽的故事让他感悟到“时间就像海绵里的

水，挤一挤都会有”．在课例“可化为一元二次方程

的分式方程”[243中，教师讲述盲人数学家桑德森

的故事，让学生感受他的自强不息的可贵品质．

在课例“全等三角形的应用”[2钥中，教师通过

微视频，讲述了古希腊哲学家泰勒斯因为天文观

测而跌入深沟的故事，引发学生对困难、挫折、失

败甚至人生成败等的深刻思考．学生在学习单上

写道：“多少人正如泰勒斯，在探索的道路上太过

专注却遭受了打击，多少人中途放弃，又有多少人

坚持下来最后取得了成功，而那些放弃了的人依

旧平庸，大部分的人选择默默一生，他们就像那些

永远躺在坑底，从来不仰望高空的人，纵使生活安

逸却从不探索新知，纵然不会遭受磨难，也不会有

大的成就，只有专注走在探索这条路上的人，不怕

磨难打击，风雨过后定会有彩虹．”『25]

在基于数学史的探究活动中，一方面，学生有

机会摈弃自我为中心的思维习惯，穿越时空，走进

古人的心灵之中；另一方面，学生有机会表达自己

的思想，不知不觉中充当了数学家的角色，成了课

堂的主人．在这样的特殊学习共同体中，学生学会

倾听、尊重、包容、合作与交流．在课例“有理数运

算”[20]中，教师让学生帮助司汤达解决“债务乘以

债务等于收入”的悖论，课堂上每一位学生都有机

会表达自己对“负负得正”的解释，人人都成了倾

听者．在课例“全等三角形的应用”中，在获得泰勒

斯的方法之前，不同学生相继给出了四种测量方

案，学生感悟到“思考+团结兰答案”、“每个人都

有自己的思想，与别人一交换，自己就拥有了各种

思想”[25]等道理．

让学生了解历史上数学家的精彩人生，有助

于他们获得远见卓识．在课例“对顶角和领补

角”[16]中，教师通过微视频，讲述最早证明“对顶

角相等”的泰勒斯因为做学问受质疑、利用自己的

知识一夜致富的故事．这个故事告诉学生，古希腊
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哲学家以研究日月天、追寻自然规律为人生理想，

他们并不急功近利；但另一方面，知识就是力量，

知识在现实生活中也能带来物质财富．坚持不懈、

从容淡定、胸怀理想、志存高远，是优秀品质修养

的组成部分．

此外，在有关课例中，中国古代数学家刘徽、

赵爽的思想方法无疑是爱国主义教育的理想

素材．

4结语

以上我们看到，在所考察的十个初中HPM

课例中，数学史在形成理性思维、激发积极情感、

树立正确信念、培养优秀品质等方面都起着独特

的作用．表2给出了诸课例所体现的德育内涵以

及相应的数学史运用方式．

由于教师对于数学学科德育的内涵理解得不

够全面，对于相关主题历史的了解也不够深入，各

课例在设计和实施上还有很大的完善空间．但在

HPM专业学习共同体中，上述问题完全可以得

到解决．我们深信，将数学史融人数学教学，必将

成为实施数学学科德育的一条有效途径．

表2基于数学史的学科德育在课堂中的落实

德育要素 部分内涵 课堂活动 数学史运用方式

不能仅仅凭借经验、直觉、观察、
根据视错觉图形判断结论是否正确；运用历史上数学 附加式；

理性 操作得出结论；不能仅仅满足于

知其然，还要知其所以然
家的方法证明公式或定理；探究数学法则的合理性 顺应式

数学源于生活；数学是人性化、 解决根据数学史改编的实际问题；运用历史上不同的 附加式；

信念 演进性的学科，数学家也会犯 方法解决同一个问题；辨析数学家解决问题的方法； 顺应式；

错误 观看微视频，了解有关主题的历史演进过程 重构式

解决根据数学史改编的实际问题；观看有关数学史的 附加式；
情感 数学学习的动机、兴趣、自信心

微视频；对照学生的方法和古代数学家的方法 顺应式

倾听、交流、坚韧、志存高远、爱
解决根据数学史改编的实际问题，并表达自己的解法 附加式；

品质 或见解；聆听数学家的故事；学习中国古代数学家的 复制式；
国主义

思想方法 顺应式
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育关注的焦点，数学文化影视则为发挥数学的德

育价值提供了良好的素材．事实上，许多数学文

化影视揭示出了数学背后的人文精神，特别是数

学家在研究数学过程中所体现出来的顽强意志、

坚韧不拔的精神，这些都有助于培养学生积极的

情感态度和价值观．

当前，在中小学数学教学中利用数学文化影

视来引导学生更好地品味数学、欣赏数学的做法

似乎还不多见，这需要数学教育工作者的共同

努力．
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