
囵
随地地调整方向，调整处理的手段，一切视具体情况

而定．在求解此类问题时并没有固定的模式，也不能

靠“题型 ＋ 方法” 的训练来应对．
纵观这几年的高考试题，大多数的题目是不能

通过分离参数转化为求最值的，只能使用分类讨论

的逐段筛选法，当然很多事情并不是绝对的，有些高

考题是如 ２０２０年高考全国Ⅰ卷理科数学第 ２１题第

（２） 问，专家给出的标准答案就是用逐段筛选求解

的，方法虽然是常规方法，但整个过程冗长，繁杂，生
涩，耗时长，计算量大，而用分离变量反客为主的技

巧，分离后所得的函数也比较简单，整个求解过程十

分简洁优美，只有善于观察、分析与思考，因地制宜，
灵活恰当地选择合适的方法和手段，才能顺利求解，
这也正是此类问题的魅力所在吧！
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应用“排序配对法”探求集合封闭性问题

上海市育才中学　 　 ２０１８０１　 　 龚新平

　 　 研究很多有穷集合或无穷可数集合运算封闭

性问题，我们可以先将其元素由单调性进行大小排

序，然后结合极端原理将不同形式的元素依次配对，
逐步得到元素之间的等量关系，从而确定集合的元

素及其规律，本文将应用这种” 排序配对法” 探求几

道近年相关的高考压轴题．
１．（２００９年北京卷） 数集 Ａ ＝ ｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝（１

≤ ａ１ ＜ ａ２ ＜ … ＜ ａｎ） 具有性质 Ｐ：对任意 ｉ，ｊ（１ ≤

ｉ≤ ｊ≤ ｎ），ａｉａ ｊ 与
ａ ｊ
ａｉ

两数中至少有一个属于 Ａ，证

明：当 ｎ ＝ ５时，ａ１，ａ２，ａ３，ａ４，ａ５ 成等比数列．

证 　 由 ａ５ａ５∉ Ａ，故
ａ５
ａ５
＝ １∈ Ａ，ａ１ ＝ １，由 ａ１ ＜

ａ２ ＜ ａ３ ＜ ａ４ ＜ ａ５，排序得 ａ１ ＝
ａ５
ａ５
＜
ａ５
ａ４
＜
ａ５
ａ３
＜
ａ５
ａ２

＜
ａ５
ａ１
＝ ａ５ ．

由 ａ５ａ４，ａ５ａ３，ａ５ａ２ ∉ Ａ，故
ａ５
ａ４
，
ａ５
ａ３
，
ａ５
ａ２
∈ Ａ，根据

大小配对得
ａ５
ａ４
＝ ａ２，

ａ５
ａ３
＝ ａ３，

ａ５
ａ２
＝ ａ４，进而 ａ２ａ４ ＝ ａ３ ２

＝ ａ５ａ１，即
ａ２
ａ１
＝
ａ５
ａ４
，
ａ４
ａ３
＝
ａ３
ａ２
，又 ａ３ａ４≠ ａ５，ａ３ａ４∉ Ａ，

ａ４
ａ３

∈ Ａ，且
ａ４
ａ３
＝ ａ２，故

ａ５
ａ４
＝
ａ４
ａ３
＝
ａ３
ａ２
＝
ａ２
ａ１
，即 ａ１，ａ２，ａ３，ａ４，

ａ５ 成等比数列．
２．（２０１２年上海卷） 对数集 Ｘ ＝ ｛ - １，ｘ１，ｘ２，…，

ｘｎ｝，其中 ０ ＜ ｘ１ ＜ ｘ２ ＜ … ＜ ｘｎ，ｎ≥２，定义向量集

Ｙ ＝ ｛ａ ａ ＝ （ ｓ，ｔ），ｓ∈Ｘ，ｔ∈Ｘ｝，若对任意 ａ１∈ Ｙ，存
在 ａ２ ∈ Ｙ，使得 ａ１·ａ２ ＝ ０，则称 Ｘ具有性质 Ｐ．若 Ｘ
具有性质 Ｐ，且 ｘ１ ＝ １，ｘ２ ＝ ｑ（ｑ为常数），求有穷数列

ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 的通项公式．
解 　 任取 ａ１ ＝ （ｘｉ，ｘ２）（ｉ ＝ ２，３，…，ｎ），由题意

必存在 ａ２ ＝ （ - １，ｂ） ∈ Ｙ，使得 ａ１·ａ２ ＝ - ｘｉ ＋ ｂｘ２ ＝

０，故 ｂ ＝
ｘｉ
ｘ２
∈Ｘ，由单调性排序得 ｘ１ ＝

ｘ２
ｘ２
＜
ｘ３
ｘ２
＜
ｘ４
ｘ２

＜ … ＜
ｘｎ-１
ｘ２
＜
ｘｎ
ｘ２
＜ ｘｎ，故依次等量配对

ｘｋ
ｘ２
＝ ｘｋ-１（ｋ

＝ ２，３，…，ｎ），故
ｘｋ
ｘｋ-１
＝ ｘ２ ＝ ｑ（ｋ ＝ ２，３，…，ｎ），即

｛ｘｎ｝ 是等比数列，故有穷数列 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 通项公式

为 ｘｎ ＝ ｑｎ
-１ ．

３．（２０２０年上海卷）项数为ｍ（ｍ≥４）的有穷数

８５
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国
列 ｛ａｎ｝ 满 足 ａ２ - ａ１ ≤ ａ３ - ａ１ ≤ … ≤
ａｍ - ａ１ ，则称｛ａｎ｝ 具有性质 Ｐ，若｛ａｎ｝ 是 １，２，３，
…，ｍ的一个排列，｛ｂｎ｝符合 ｂｋ ＝ ａｋ＋１（ｋ ＝ １，２，３，…，
ｍ - １），｛ａｎ｝，｛ｂｎ｝ 都具有性质 Ｐ，求所有满足条件

的数列｛ａｎ｝ ．
解 　 当 ａ１ ＝ １，将剩下ｍ - １个数与首项的距离

从 小 到 大 排 序 得 ２ - １ ＜ ３ - １ ＜ … ＜
ｍ - １ ，从而依次等量配对可得 ａ２ ＝ ２，ａ３ ＝ ３，…，
ａｍ ＝ ｍ，易知此时｛ａｎ｝ 符合；

当 ａ１ ＝ ２， 同理排序得 １ - ２ ＝ ３ - ２ ＜
４ - ２ ＜ … ＜ ｍ - ２ ，故按 ａ２，ａ３ 两种可能情形

讨论：
①ａ２ ＝ １，ａ３ ＝ ３，ａ４ ＝ ４，…，ａｍ ＝ ｍ，符合，②ａ２ ＝

３，ａ３ ＝ １，ａ４ ＝ ４，…，ａｍ ＝ ｍ，不符合；
当 ａ１ ＝ ｐ（ｐ ＝ ３，４，…，ｍ - ２）， 排 序 得

（ｐ - １） - ｐ ＝ （ｐ ＋ １） - ｐ ＜ （ｐ - ２） - ｐ ＝
（ｐ ＋ ２） - ｐ ＜ …，故按 ａ２，ａ３，ａ４，ａ５ 所有四种可

能情形讨论：①ａ２ ＝ ｐ - １，ａ３ ＝ ｐ ＋ １，ａ４ ＝ ｐ - ２，ａ５ ＝
ｐ ＋ ２，…，

②ａ２ ＝ ｐ - １，ａ３ ＝ ｐ ＋ １，ａ４ ＝ ｐ ＋ ２，ａ５ ＝ ｐ - ２，
…，③ａ２ ＝ ｐ ＋ １，ａ３ ＝ ｐ - １，ａ４ ＝ ｐ - ２，ａ５ ＝ ｐ ＋ ２，…，
④ａ２ ＝ ｐ ＋ １，ａ３ ＝ ｐ - １，ａ４ ＝ ｐ ＋ ２，ａ５ ＝ ｐ - ２，…，易
知上述四种情形｛ａｎ｝ 均不符合；

当 ａ１ ＝ ｍ - １，排序得 （ｍ - ２） - （ｍ - １） ＝
ｍ - （ｍ - １） ＜ （ｍ - ３） - （ｍ - １） ＜ … ＜
１ - （ｍ - １） ，同 ａ１ ＝ ２ 时讨论情形易得：有且仅

有 ａ２ ＝ ｍ，ａ３ ＝ ｍ - ２，ａ４ ＝ ｍ - ３，…，ａｍ ＝ １符合；
当 ａ１ ＝ ｍ时，同理排序配对易得 ａ２ ＝ ｍ - １，ａ３ ＝

ｍ - ２，…，ａｍ ＝ １符合；
综上所述，满足条件的数列｛ａｎ｝ 有且仅有四

个：１，２，３，４，…，ｍ；２，１，３，４，…，ｍ；ｍ - １，ｍ，ｍ - ２，
ｍ - ３，…，１；ｍ，ｍ - １，ｍ - ２，ｍ - ３，…，１．

４．（２０２０年浙江卷）两个集合 Ｓ，Ｔ⊆Ｎ∗，且至少

有 ２个元素，Ｓ，Ｔ满足两个条件：①任取 ｘ，ｙ∈ Ｓ，且

ｘ≠ ｙ，则 ｘ·ｙ∈ Ｔ；②任取 ｘ，ｙ∈ Ｔ，且 ｘ ＜ ｙ，则 ｙ
ｘ

∈ Ｓ，则下列说法正确的是（　 　 ） ．
Ａ．若 Ｓ有 ４个元素，则 Ｓ∪ Ｔ有 ７个元素

Ｂ．若 Ｓ有 ４个元素，则 Ｓ∪ Ｔ有 ６个元素

Ｃ．若 Ｓ有 ３个元素，则 Ｓ∪ Ｔ有 ５个元素

Ｄ．若 Ｓ有 ３个元素，则 Ｓ∪ Ｔ有 ４个元素．
解 　 （１）若 Ｓ有３个元素，Ｓ ＝ ｛ａ，ｂ，ｃ｝（ａ ＜ ｂ ＜

ｃ），则ａｂ，ａｃ，ｂｃ必属于Ｔ，又ａｃ
ａｂ
＝ ｃ
ｂ
，ｂｃ
ａｃ
＝ ｂ
ａ
，ｂｃ
ａｂ
＝ ｃ
ａ

∈Ｓ，三个比值最大者
ｃ
ａ

有两种情形：①若
ｃ
ａ
＝ ｃ，则ａ

＝ １，Ｓ ＝ ｛１，ｂ，ｃ｝，由１ ＜ ｃ
ｂ
＜ ｃ，故 ｃ

ｂ
＝ ｂ，即Ｓ ＝ ｛１，

ｂ，ｂ２｝，Ｔ ＝ ｛ｂ，ｂ２，ｂ３｝，Ｓ∪ Ｔ ＝ ｛１，ｂ，ｂ２，ｂ３｝；②若
ｃ
ａ

＝ ｂ，则 ｃ ＝ ａｂ，Ｓ ＝ ｛ａ，ｂ，ｃ｝（ａ ＞ １），由 ｂ
ａ
＜ ｂ，故 ｃ

ｂ

＝ ｂ
ａ
＝ ａ，即 ｂ ＝ ａ２，ｃ ＝ ａ３，即 Ｓ ＝ ｛ａ，ａ２，ａ３｝，ａ３，ａ４，

ａ５∈ Ｔ，但另有 ｙ∈ Ｔ，使 ｙ
ａｂ
＝ ｃ或ｂｃ

ｙ
＝ ｃ，故 ｙ ＝ ａ２ 或

ｙ ＝ ａ６，即 Ｔ ＝ ｛ａ２，ａ３，ａ４，ａ５｝或 Ｔ ＝ ｛ａ３，ａ４，ａ５，ａ６｝，
故 Ｓ∪Ｔ ＝ ｛ａ，ａ２，ａ３，ａ４，ａ５｝或Ｓ∪Ｔ ＝ ｛ａ，ａ２，ａ３，ａ４，
ａ５，ａ６｝；

（２） 若 Ｓ有４个元素，设 Ｓ ＝ ｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝（ａ ＜ ｂ ＜
ｃ ＜ ｄ），则 ａｂ ＜ ａｃ ＜ ａｄ，ｂｃ ＜ ｂｄ ＜ ｃｄ且均属于 Ｔ，考

虑比值最大者
ｃｄ
ａｂ
＝ １
ａ
ｃ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄ∈ Ｓ，当 ａ ＝ １时显然矛

盾，故必有 ａ ＞ １，而至少四个不同比值中的最大者
ｃｄ
ａｂ

必等于ｄ，所以 ｃ ＝ ａｂ，不同比值中最小者
ｂ
ａ

必等于ａ，

所以 ｂ ＝ ａ２，故而由单调性排序得
ｄ
ｃ
＜ ｄ
ｂ
＜ ｄ
ａ
＜ ｄ，

且均属于 Ｓ，依次等量配对得
ｄ
ｃ
＝ ａ， ｄ

ｂ
＝ ｂ， ｄ

ａ
＝ ｃ，

所以Ｓ ＝ ｛ａ，ａ２，ａ３，ａ４｝，Ｔ ＝ ｛ａ３，ａ４，ａ５，ａ６，ａ７｝，Ｓ∪Ｔ
＝ ｛ａ，ａ２，ａ３，ａ４，ａ５，ａ６，ａ７｝ ．综上所述，答案选 Ａ．
５．（２０２０年北京卷） 若｛ａｎ｝ 是无穷数列，给出两

个性质：①对｛ａｎ｝ 中任意两项 ａｉ，ａ ｊ（ ｉ ＞ ｊ），在｛ａｎ｝

中都存在一项 ａｍ，使得
ａ２ｉ
ａ ｊ
＝ ａｍ；②对｛ａｎ｝ 中任意一

项 ａｎ（ｎ≥３），在｛ａｎ｝中都存在两项 ａｋ，ａｌ（ｋ ＞ ｌ），使

得 ａｎ ＝
ａ２ｋ
ａｌ
．若｛ａｎ｝ 是递增数列，且同时满足性质 ①

和②，证明：｛ａｎ｝ 是等比数列．
证 　 若｛ａｎ｝ 中正项负项都有，不妨设 ａ１ ＜ ａ２

＜ … ＜ ａｋ ＜ ０ ＜ ａｋ＋１ ＜ ａｋ＋２ ＜ …，由于无穷多个不

同负项
ａ２ｉ
ａ１
（ ｉ ＞ ｋ） 必在｛ａｎ｝ 中，显然矛盾，故｛ａｎ｝ 中

所有项必同号．无论｛ａｎ｝ 各项都为正数或都为负数，

都可以对所有｛ａｎ｝ 中的项
ａ２ｉ
ａ ｊ
（ ｉ ＞ ｊ） 依单调性排序

得到如下列表：
９５
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ａ２ ＜

ａ２２
ａ１

ａ３ ＜
ａ２３
ａ２
＜
ａ２３
ａ１

ａ４ ＜
ａ２４
ａ３
＜
ａ２４
ａ２
＜
ａ２４
ａ１

ａ５ ＜
ａ２５
ａ４
＜
ａ２５
ａ３
＜
ａ２５
ａ２
＜
ａ２５
ａ１

ａ６ ＜
ａ２６
ａ５
＜
ａ２６
ａ４
＜
ａ２６
ａ３
＜
ａ２６
ａ２
＜
ａ２６
ａ１

ａ７ ＜
ａ２７
ａ６
＜
ａ２７
ａ５
＜
ａ２７
ａ４
＜
ａ２７
ａ３
＜
ａ２７
ａ２
＜
ａ２７
ａ１

……
由题意知该列表能遍历数列｛ａｎ｝ 中的每一项，

由第一行知必有
ａ２２
ａ１
＝ ａ３，由第二行知必有

ａ２３
ａ２
＝ ａ４，所

以
ａ２
ａ１
＝
ａ３
ａ２
＝
ａ４
ａ３
，即前四项依次等比，设

ａ２
ａ１
＝ ｑ则 ａｎ ＝

ａ１ｑｎ
-１（ｎ ＝ １，２，３，４）， 记

ａ２４
ａ３
，
ａ２３
ａ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为 第 一 斜 行，

ａ２５
ａ４
，
ａ２４
ａ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为第二斜行，

ａ２６
ａ５
，
ａ２５
ａ３
，
ａ２４
ａ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为第三斜行，

ａ２７
ａ６
，
ａ２６
ａ４
，
ａ２５
ａ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为第四斜行，依次类推 ……，由于

ａ２３
ａ１
＝

（ａ１ｑ２） ２

ａ１
＝ ａ１ｑ４，

ａ２４
ａ３
＝
（ａ１ｑ３） ２

ａ１ｑ２
＝ ａ１ｑ４，故第一斜行的两

数相等，由题意知第一斜行相等两数必为 ａ５，故 ａ５ ＝
ａ１ｑ４ ．以下用数学归纳法证明 ａｎ ＝ ａ１ｑｎ

-１（ｎ≥ ５，ｎ∈
Ｎ∗） 都成立．①ｎ ＝ ５，ａ５ ＝ ａ１ｑ５

-１ 结论成立；②假设 ｎ

≤ ｋ，ａｋ ＝ ａ１ｑｋ
-１ 成立，即第 ｋ - ４斜行中的每数

ａ２ｋ-１
ａｋ-２
＝

ａ２ｋ-２
ａｋ-４
＝
ａ２ｋ-３
ａｋ-６
＝ … ＝ ｑａｋ-１ ＝ ａｋ，接下来考虑第 ｋ - ３斜

行中各数发现：
ａ２ｋ
ａｋ-１

＝
（ａ１ｑｋ

-１） ２

ａ１ｑｋ
-２

＝ ａ１ｑｋ，
ａ２ｋ-１
ａｋ-３

＝

ａ１ｑ２（ｋ
-２） -（ｋ-４） ＝ ａ１ｑｋ，…，

ａ２ｋ-ｉ
ａｋ-（２ｉ ＋１）

＝

ａ１ｑ２（ｋ
-ｉ-１） -（ｋ-（２ｉ ＋１） -１） ＝ ａ１ｑｋ，…，即每项都相等，由题

意知该斜行的相等各数必都等于 ｛ａｎ｝ 的下一项

ａｋ＋１，且 ａｋ＋１ ＝ ａ１ｑｋ，即当 ｎ ＝ ｋ ＋ １时结论也成立．综上

所述 ａｎ ＝ ａ１ｑｎ
-１ 对任意正整数 ｎ 都成立，所以数列

｛ａｎ｝ 是等比数列．
结语点评 　 应用“排序配对法” 解决集合运算

封闭性问题时，如何根据条件构造元素的排序不等

式链从而依次配对确定集合的元素是探求问题非常

关键的步骤，有时构造的方式不惟一，如 ２０１２ 年上

海高考题中构造的不等式链是在反复斟酌后找到的

相对简单而直接的解题途径、２０２０ 年浙江高考题中

如何全面地排序配对确定元素个数是对学生的数学

思维严谨性与灵活性的高水平考查、２０２０ 年北京高

考题中通过构造“斜行” 的概念来实现不同元素的

等量配对，从而确定集合元素的关系，结合数学归纳

法实现等比数列的证明，这种方法浅显易懂、形象直

观、深入浅出，也是一种严谨的逻辑推理的好方法．
这种“排序配对法” 在各类自主招生和数学竞赛中

也有不同应用，欢迎读者们去发现、去探究．

作者简介 　 龚新平（１９７７—），男，籍贯：湖北．数学高级

教师，学科带头人，获上海市静安区“教育园丁”称号，２０００
年 ７月毕业于上海市华东师范大学数学系，同年任职于上海

市育才中学至今，多年任教高三数学，近年来发表教育教学

论文 ４０余篇．

����������������������������������������������
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

����������������������������������������������
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
� �

��

书　 　 讯

甘志国著“重点大学自主招生数学备考全书”（共 １０ 册），已于 ２０１９．４—２０２０．８ 由哈尔滨工

业大学出版社出版发行，包括《１ 函数》《２ 导数》《３ 数列与不等式》《４ 三角函数与平面向量》《５
平面解析几何》《６立体几何与平面几何》《７排列组合·概率统计·复数》《８ 初等数论与组合数

学》《９重点大学自主招生真题（上）》《１０重点大学自主招生真题（下）》 ．
丛书收录了 ２００１年至今的重点大学自主招生数学试题，既有套题又有专题分类．试题权威，

解答详尽．有需要者可购买某一册或全套．
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