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谈Dandelin双球模型的构建及其教学价值①

王海青

(惠州学院数学与大数据学院516007)

1问题提出的背景

解析几何以欧几里得的论证几何为基础，通

过坐标系以“几何问题一代数问题一求解一反演”

的方式将几何代数化，把代数方程与曲线曲面等

联系起来，实现了“数与形”的灵活转换．解析的方

法更具一般性而不过多地依赖几何图形，它改变

了欧几里得几何的论证方法，使几何研究变为代

数计算，能由已知的代数结果发现新的几何性质．

圆锥曲线作为高中解析几何的核心内容在现实中

有非常广泛而重要的应用，一直以来人们致力于

寻求其在天文学、军事领域、建筑设计等方面有用

的性质．因此，圆锥曲线相关内容的教学对学生数

学思维能力和应用意识的培养具有毋庸置疑的重

要性．

图1 图2

文[1]以圆锥面Dandelin双球模型(图1)和

修正后的圆柱面Dandelin双球模型(图2)为介

质，强调解析几何教学回归“几何性”的重要性，并

指出了“解析性”与“几何性”并重的教育价值．[1]

解析几何是连接代数与几何的重要桥梁，在教学

中过于偏重几何的“解析性”或代数的“几何性”都

是不可取的，而是要两者并重强调“数与形”的密

切结合．正如文[1]的观点，在圆锥曲线的教学中

Dandelin双球模型有助于将代数化的性质直观

化，反映其原有的几何特征．

但Dandelin双球模型还承载着更为重要的

教学价值，即其能揭示圆锥曲线中不同曲线的定

义、同一曲线的不同定义之间的密切联系，以及三

种曲线的特性及其统一性的内在关系．它能实现

从“用平面截圆锥所得截线”的原始定义向“到两

定点距离之和为一定值”的平面轨迹定义的自然

过渡，由三维空间转化为二维平面来探究圆锥曲

线的性质．为进一步阐明这个观点，需简要剖析圆

锥曲线的教材知识结构与梳理其历史发展脉络．

2圆锥曲线的教材知识结构

高中数学人教A版选修2—1教科书[2]‘‘圆

锥曲线与方程”单元的知识结构如图3，分别介绍

了光学性质、原始定义、第一定义、第二定义以及

在直角坐标系下的标准方程和统一方程，其中第

一定义、标准方程、几何性质及应用是主要内容．

原始定义出现在前言部分；椭圆和双曲线的第一

定义通过“拉线作图”引出；抛物线的定义利用其

切线的性质借助几何画板引出；利用Dandelin球

说明椭圆的第一定义与原始定义的等价性放在

“探究与发现”部分．教材的编排体现了类比、数形

结合和分类讨论的数学思想，极力突出原始定义、

第一定义和统一定义三者之间的联系，既强调各

类圆锥曲线的特性也关注其统一性．

① 基金项目：广东省本科高校高等教育教学改革项目——卓越人才培养模式下职前数学教师整体教学观的形成研究(2016年)；

广东省教育科学研究项目——基于TPACK框架的数学师范生教学素养发展策略研究(2017GXJKl66)；惠州学院本科教研教改项
目——问题驱动教学的数学课堂研究(JG2018011)．
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图3

圆锥曲线可看作是球在光照射下的不同投

影，也可看作是平面截圆锥所成的交线，两种方式

都是在空间中对圆锥曲线的直观定性描述．但教

材在介绍圆锥曲线的原始定义后，直接过渡到平

面用“拉线作图法”引出椭圆第一定义推导标准方

程与讨论相应的性质特征．从空间到平面的直接

跨越不免有些突兀，学生难以理解为什么可以这

样定义．圆锥的截线与平面上定义的曲线是同一

个轨迹吗?虽然教材在之后的“探究与发现”中进

行了说明，却难以消除学生在学习新概念时造成

理解上的极大困扰．

有研究[3_5]证实了这些疑虑，并对椭圆概念

的教学提出了改正意见，根据太阳光的投影逐步

构建出圆柱面的Dandelin双球模型推导出椭圆

的焦半径性质并引出椭圆的第一定义，将之与原

始定义联系在一起．圆柱面的Dandelin双球模型

可以降低学生处理模型的难度，但修正后的模型

无法导出双曲线和抛物线的情形．教学上虽然没

有必要用Dandelin球模型引出双曲线和抛物线

的定义，但圆柱面的Dandelin双球模型不足以说

服学生消除“如何类似地得到双曲线和抛物线的

定义”的疑问．教师应对教材内容的深广度有恰当

的把握，考虑到不同学生的需要使教学设计具有

一定的弹性．

3圆锥曲线的历史发展简介[6]

圆锥曲线可能是古人在制作日晷(如图4)的

过程中观察到其在太阳光下的阴影偶然发现

的．[7]39-40阿波罗尼斯(约公元前262一公元前

190)是第一个依据同一个圆锥截面来研究圆锥曲

线理论也是首先发现双曲线有两支的人．其所著

的《圆锥曲线论》[81几乎网罗了圆锥曲线的性质，

成为数学史上的一座丰碑．阿波罗尼斯从几何直

观上给出了圆锥曲线静态的原始定义：用一个平

面去截一个圆锥面，得到的交线就称为圆锥曲线

(如图5)．他利用繁杂的论证几何方法推导出圆

锥曲线的重要性质．如：圆锥线上一点P与焦点

相连的两线PF及PF7与P处的切线交于等角；

焦距PF与PF7之和(对椭圆的情形)等于AA7，

焦距之差(对双曲线的情形)等于AA7(如图6—

7)．前一个是椭圆和双曲线的光学性质，后一个是

它们的焦半径性质，也就是现在教材中的第一定

义．圆锥曲线的焦点一准线性质则是由古希腊后

期的数学家帕普斯(公元3世纪末)给予了证

明[9]172．教材将之称为圆锥曲线的第二定义或统

一定义．

图4 图5

P

图6 图7

直到16世纪，人们才发现圆锥曲线也是自然

界物体运动的普遍形式．为便于研究，1579年意

大利数学家蒙特(1545—1607)将椭圆定义为：到

两个焦点距离之和为定长的动点的轨迹，并利用

定义讨论了他制造的椭圆规，如图8．[t03230解析几

何的出现大大促进了圆锥曲线理论的发展，此后

论证几何的研究方法被逐渐摈弃，人们朝着解析

法的方向发展．沃利斯(1616—1703)第一次用方

程分别定义了椭圆、抛物线和双曲线．[7]264欧拉

(1707—1783)给出了统一的代数方程定义：在笛

卡尔平面上，二元二次方程口≯+2bxy+cy2+dx

+Py+，一0的图像是圆锥曲线．[11]36“1射影几何

与解析几何几乎在同一时期产生，它主要研究几

何图形在投影变换下保持不变的性质．德萨格
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(1593—1662)首先将射影几何思想用于研究圆锥

曲线考察它的射影性质，他将圆锥曲线直观定义

为：圆在平面上的投影(如图9)．Elo]158德萨格通过

投影和截景提供了统一处理圆锥曲线的简便方

法，将圆的性质推到任一类圆锥曲线上．
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图9

用综合法证明圆的截景是圆锥曲线的一个直

观简洁的初等方法是由比利时数学家G．F．

Dandelin 1822年给出的．[1]以椭圆为例，如图1，

在截面的上、下方各作一个与圆锥内切的球，同时

和截面相切于E，F．在截面的交线上任取一点A，

过点A引圆锥的母线交两球的切圆于点B，C．由

球的切线性质得到：AE=AC，AF=AB，则AF+

AE=AB+AC=BC，而线段BC的长为定值，B，

C为定点，得证．利用同一个模型可以证明原始定

义与焦点一准线定义的等价性．

可见，圆锥曲线的定义和研究方法的改变反

映了几何学的发展变化过程．从欧氏几何到射影

几何再到解析几何，圆锥曲线的定义经历了原始

定义、平面上动点的轨迹定义、射影定义、标准方

程定义、焦点一准线定义、代数方程的统一定义的

变化过程．而研究方法从欧氏几何的纯几何综合

法到射影几何的方法，再到以坐标为媒介的解析

法，经历了由繁到简、定性研究到定量研究的变化

过程．图10[61反映了在欧氏几何和解析几何的框

架下圆锥曲线定义的变化及相互关系．

4 Dandelin双球模型的教学价值以及模型重构

4．1 Dandelin双球模型的教学价值

教学不能脱离知识产生的源头，否则就成了

“无源之水、无本之木”．用平面截圆锥所成的截线

或球在光源下的投影是圆锥曲线的初始定义，然

后才从三维空间的原始定义过渡到二维平面的轨

迹定义及方程定义．因此，教学的起点应该从原始

定义展开探究．但数学发展到今天，已经没有必要

性质 性质

图10

让学生去经历阿波罗尼斯繁杂的论证几何方法，

而且“圆锥曲线与方程”单元的重心是用解析法而

不是几何的综合法处理圆锥曲线的相关性质．

如何将圆锥曲线中不同曲线的定义、同一曲

线的不同定义有机联系起来形成一个紧密的知识

结构?Dandelin双球模型是很好的媒介．教师可

以选择学生熟悉的直观形象的“球在光源下的投

影”来抽象出Dandelin双球模型．进而在处理模

型的过程中引出平面的轨迹定义，实现从三维空

间向二维平面的转化与过渡，这也正是Dandelin

双球模型的重要教学价值．由于教材内容的编排

顺序及其知识结构，决定了椭圆概念是实现圆锥

曲线定义从空间向平面自然过渡的重要支点．

4．2 Dandelin双球模型的重构与椭圆概念的

引出

如果直接呈现Dandelin双球模型推导椭圆

的焦半径性质从而引出第一定义，学生的最大困

惑在于：这么巧妙的模型是怎么想到的?教学上

的困难是：如何降低对立体模型的理解和证明

难度?

结合学生的生活实际，可以先介绍日常声学

现象，如在某些建筑内部的某个位置能听到远处

的窃窃私语，对着山谷大喊紧接着也能听到同样

的回声(如图11)．由此激发学生的兴趣并抽象出

相应的几何图形(如图12)引出一个重要概

念——椭圆的焦点，进而提出问题：椭圆上的点与

这两个焦点有什么联系?
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匿
图11

特殊点

图12

带着问题通过动手实验让学生感受球在灯光

下的投影，其中一种情形如图13，投影为椭圆，球

与桌面相切于一点．由光源电灯发出的光束与球

相切成圆锥状，并使球内切于圆锥．将实际情形抽

象转化为几何图形如图14，点F1为球与桌面即

椭圆的切点．球内切于圆锥，球与圆锥相切的所有

点构成一个如图14所示的切圆．因为光线是可逆

的，从点光源发出的光束也可以看作是一束光聚

焦到点光源A上．所以椭圆的投影也可以看作是

由桌面下方与桌面相切于点F。的另一个球的投

影，从而构造出Dandelin双球模型，如图15．

图13

椭圆上的任一点P与两个切点满足怎样的

数量关系?如对前图1的分析，容易得到椭圆的

焦半径性质：椭圆上的点P到两个定点F。、Fz的

距离之和为定值(如图16)．原始定义是在空间中

剧1 5

对圆锥曲线直观的定性描

述，不利于性质的探讨和

推演．椭圆的焦半径性质

是在平面上的一个定量化

结果，与平面直角坐标系

有着天然的联系．因此，可

图16

以考虑运用椭圆的焦半径性质来定义椭圆，从而

引领学生经历概念的获得、深化、固化与应用

过程．

以学生熟悉的生活场景构建出Dandelin双

球模型，从生活世界向符号世界过渡，实现“横向

数学化”．然后在剖析Dandelin双球模型的过程

中获得椭圆的焦半径性质进而引出第一定义，从

三维空间转化为二维平面并从符号世界过渡到数

学世界，实现“纵向数学化”．Dandelin双球模型的

构建与椭圆概念的引出使圆锥曲线的不同定义有

机联系在一起，也充分体现了弗赖登塔尔的数学

教育观——用“数学化”[1 2]的方式组织教学．教学

设计过程重视数学建模思想的渗透及强调直观想

象与数学抽象的结合，这有助于发展学生的数学

核心素养．
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2．2．2学情状况角度

选择什么样的教学方式还要考虑学生的学

情．如前文所述，探究学习是具有问题性、主动性、

过程性等一些特征的学习方式，对学生的认知水

平和学习习惯有较高的要求．从班级整体状况来

看，如果班级整体学力水平比较高，且思维比较活

跃，建议以探究为主，接受为辅，即在“探究中接

受”，如按照这样的过程设计“勾股定理”：“直角三

角形三边之间存在平方关系一画直角三角形测量

三边，猜测一方格纸计算正方形面积一形成猜

想”，探究中包含了接受；如果班级整体学力水平

辅，即在“接受中探究”，如按照这样的过程设计

“勾股定理”：“直角三角形三边之间存在平方关系

一画直角三角形测量三边，猜测一技术手段准确

测量一形成猜想”，至于直角三角形三边的关系和

正方形的面积关系则可以在结论得到之后，在例

题或习题中体现形的一面，接受中也渗透了一定

的探究的思想．

从不同年龄段来看，对学生的探究水平也应

有不同的要求，即探究的问题、探究的方法应考虑

到不同年龄段的学生在思维水平、活动经验等方

面的差异．以初中阶段的“综合与实践”活动为例，

不高，或思维不够活跃，建议以接受为主，探究为 可以区分为以下三种探究水平：

水平／内容 研究课题 活动方式 活动要求 案例

以操作性数学活动为主，要求 独立思考、合作交流；注
水平一(七年级) 明确、具体 幻方‘6]

判断、提出猜想并进行说理 重探究、逐步积累经验

主题明确，但具体的研究问
以抽象、建立数学模型，推理 独立与合作结合、注重探 一次函数

水平二(／L年级) 题由学生经小组讨论后

形成
和判断，回顾与反思为主 究与推理、积累活动经验 模型‘7 3

仅给出现象，明确的主题和
以抽象、推理、判断和设计，回 独立思考、合作交流、注 猜想、证明

水平三(九年级) 需要解决的具体问题由学

生经小组讨论后形成
顾与反思为主 重推理、积累活动经验 与拓广‘8]

考虑到受传统教学模式的影响，教师教学方

式的单一，学生在数学思考和问题解决方面的欠

缺，目前我们适当向探究学习倾斜是需要的．当然

除了知识内容和学情状况影响之外，采用探究还

是接受还取决于多种因素，如具体的教学目标和

任务、教学设备、学习环境、教师的能力、风格等．

立足教材，关注学生永远是正确的!
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