
比较大d

构造

•非常道•

◇ 陕西 侯有岐(特级教师)

例 (２０２１年全国乙卷理１２)设a＝２ln１．０１,

b＝ln１•０２,c＝ １．０４－１,则(  )．
A．a＜b＜c   B．b＜c＜a
C．b＜a＜c D．c＜a＜b
【经典理由】本题是比较大小问题的典型代表,尽

管解法多样,但不易估算,值得回味．
【一题多解】比较大小主要考查对函数知识的综

合运用能力,是高考常考题型之一．本题条件简洁,平
中有新．因为a,b,c三个数相差微乎其微,可以说除

了构造函数再无其他妙法．通过该题的学习可以很好

地掌握解决构造函数比较大小的方法和技巧．
那么如何构造函数呢?
因为a,b,c三个数的结构差异很大,无法用同一

函数统一起来．但是利用对数的运算和对数函数的单

调性或者贝努力不等式不难对a,b的大小做出判定,
而对于a与c,b与c的大小关系,则需根据其结构特

点构造不同的函数来比较．
先用以下两种解法比较a与b的大小．
解法１ 利用对数的运算和对数函数的单调性

根据对数的运算可知a＝２ln１•０１＝ln１•０１２＝
ln１•０２０１,又b＝ln１•０２,由对数函数的单调性得

a＞b．
解法２ 利用贝努力不等式(１＋x)α≥１＋αx

(α≥２,x＞－１)
由解法１知,比较a 与b的大小关键在于比较

(１＋０•０１)２ 与１•０２的大小,事实上,由贝努力不等式

(１＋x)α≥１＋αx(α≥２,x＞－１),易得

(１＋０•０１)２＞１＋２×０•０１＝１•０２．
由对数函数的单调性得a＞b,这样就排除了

A,D．
接下来的关键任务就是判定a 与c,b 与c 的

大小．
解法１ 构造函数,利用函数单调性比较大小

先比较b与c的大小．
因为b＝ln１•０２,c＝ １•０４－１,设x＝０•０２,则

b＝ln(１＋x),c＝ １＋２x－１,则

b－c＝ln(１＋x)－ １＋２x＋１．
于是构造函数

g(x)＝ln(１＋x)－ １＋２x＋１(x∈(０,１)),
则g(０)＝０,g(０•０２)＝b－c,且

g'(x)＝
１
１＋x－

１
１＋２x

＝
１

(１＋x)２
－

１
１＋２x

＜０,

所以g(x)在(０,１)上单调递减,所以g(０•０２)＜
g(０)＝０,即b＜c．

再比较a与c的大小．

因为a＝２ln１•０１,c＝ １•０４－１,设x＝０•０１,则

a＝２ln(１＋x),c＝ １＋４x－１,

a－c＝２ln(１＋x)－ １＋４x＋１．
于是构造函数

f(x)＝２ln(１＋x)－ １＋４x＋１(x∈(０,１)),
则f(０)＝０,f(０•０１)＝a－c,且

f'(x)＝
２
１＋x－

２
１＋４x

．

因为(１＋x)２－(１＋４x)＝x(x－２)＜０(x∈(０,

１)),所以１＋x＜ １＋４x,即f'(x)＞０,所以f(x)
在(０,１)上单调递增,故f(０•０１)＞f(０)＝０,即a＞c．
故选B．

解法２ 利用对数平均不等式比较大小

对数平均不等式:若a＞０,b＞０,a≠b,则

ab＜
a－b

lna－lnb＜
a＋b
２ ．

将该不等式齐次化得

a
b ＜

a
b－１

ln
a
b

＜

a
b＋１

２
,a≠b．

不妨设a＞b,x＝
a
b＞１

,则 x＜
x－１
lnx＜

x＋１
２
,即

２(x－１)
x＋１ ＜lnx＜ x－

１
x
(x＞１)．

在比较a与c的大小时,只要在lnx＞
２(x－１)
x＋１

(x＞１)中令x＝１•０１,就可得

a＝２ln０•０１＞２•
２(１•０１－１)
１•０１＋１ ＝

４×０•０１
１•０１＋１＞

０•０４
１•０４＋１

＝
０•０４(１•０４－１)

１•０４－１ ＝ １•０４－１＝c,

即a＞c．
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在比较b与c的大小时,只要在lnx＜ x－
１
x

(x＞１)中令x＝１•０２,利用放缩法可得

b＝ln１•０２＜ １•０２－
１
１•０２

＜ １•０４－１＝c,

即b＜c．
综上,a＞c＞b,故选B．
【一题多思】回顾本题的解法,我们有如下的

思考．
１)对于高考中比较大小的问题,常见的方法有以

下三种:临界值法、单调性法、构造函数法．
２)对于比较大小中较复杂的问题,一般都可以通

过构造函数,利用函数的单调性进行解决,在此导数

是通法．
３)在本例中,上述比较a与b的大小,或a与c,b

与c大小的解法１和解法２的本质是一样的,都是构

造函数,利用函数的单调性比较,只是每一个的解法１
具有一般性,而解法２具有特殊性,特殊在其背后隐

藏着重要的背景不等式．
比较a与b大小的解法２实质是贝努力不等式

(１＋x)α≥１＋αx(α≥２,x＞－１)的直接应用．
比较a与c,b与c大小的解法１中,函数

f(x)＝２ln(１＋x)－ １＋４x＋１(x∈(０,１)),

g(x)＝ln(１＋x)－ １＋２x＋１(x∈(０,１)),

实质上等价于ln(１＋x)≤ １＋２x－１≤x (x≥０),
即为常见不等式ln(１＋x)≤x(x≥０)的加强版．解法

２的实质是对数平均不等式 ab＜
a－b

lna－lnb＜
a＋b
２

(a＞０,b＞０,a≠b)的变形应用．
由此可见,以e为底数的指数函数、对数函数与

根式函数的综合题已经悄悄地走进了高考试题中,大
家务必留心常见的不等式及其加强版的处理方法．
４)比较a与c,b与c的大小,构造函数时可以推

广到一般情形,用待定系数法确定函数的解析式,最
后用函数的单调性解决比较大小问题．如比较a与c
的大小．

因为a－c＝２ln１•０１＋１－ １•０４,问题转化为比

较２ln１•０１＋１－ １•０４与０的大小．不妨设函数为

f(x),使f(m)＝０,f(n)＝２ln１•０１＋１－ １•０４．
令m＝１,n＝１•０１,则

f(１)＝０,f(１•０１)＝２ln１•０１＋１－ １•０４．
令f(x)＝２lnx＋１－ g(x),则

g(１)＝１,

g(１•０１)＝１•０４．{

不妨设g(x)＝kx＋t,代入可得k＝４,t＝－３,所

以g(x)＝４x－３,即f(x)＝２lnx＋１－ ４x－３,则

f'(x)＝
２
x－

２
４x－３

,由f'(x)＞０,得１＜x＜３,所以

f(x)在(１,３)上单调递增,所以f(１•０１)＞f(１),即

２ln１•０１＋１－ １•０４＞０,所以２ln１•０１＞ １•０４－１,
故a＞c．

事实上,比较a与c大小的解法１中函数f(x)＝

２ln(１＋x)－ １＋４x＋１可以看作当m＝０,n＝０•０１
时,用待定系数法所得．

根据此法,比较a 与c 大小,还可以构造函数

f(x)＝２ln(
１
４x＋

３
４
)＋１－ x,此时m＝１,n＝

１•０４;或f(x)＝２ln(
１
４x

２＋
３
４
)＋１－x,此时m＝１,

n＝ １•０４;或f(x)＝２ln[
１
４
(１＋x)２＋

３
４
]－x,此时

m＝０,n＝ １•０４－１．
比较b与c的大小,可以仿照比较a与c大小的

方法,用待定系数法确定所构造函数使问题得以解决．
由于篇幅所限,具体过程请读者自己练习．

【一题多变】

１．(２０２０年全国Ⅰ卷理１２)若２a＋log２a＝４b＋
２log４b,则(  )．

A．a＞２b   B．a＜２b
C．a＞b２ D．a＜b２

２．(２０２０年全国卷Ⅱ卷理１１、文１２)若２x－２y＜
３－x－３－y,则(  )．

A．ln(y－x＋１)＞０
B．ln(y－x＋１)＜０
C．ln|x－y|＞０
D．ln|x－y|＜０
３．(２０２０年全国Ⅲ卷理１２)已知５５＜８４,１３４＜８５．

设a＝log５３,b＝log８５,c＝log１３８,则(  )．
A．a＜b＜c   B．b＜a＜c
C．b＜c＜a D．c＜a＜b
４．(２０２０年 天 津 卷 文、理６)设a＝３０•７,b＝

(１
３
)－０•８,c＝log０•７０•８,则a,b,c的大小关系为(  )．

A．a＜b＜c   B．b＜a＜c
C．b＜c＜a D．c＜a＜b
５．(２０２０年全国Ⅲ卷文１０)设a＝log３２,b＝

log５３,c＝
２
３
,则(  )．

A．a＜c＜b   B．a＜b＜c
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分段数列的通项与求禾口
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C．b＜c＜a D．c＜a＜b
【一题多变详解】

１．答案:B
因为２a＋log２a＝４b＋２log４b＝２２b＋log２b,而

２２b＋log２b＜２２b＋log２b＋１＝２２b＋log２２b,所以２a＋
log２a＜２２b＋log２２b．令f(x)＝２x＋log２x,由指数函

数、对数函数的单调性,可知f(x)在(０,＋∞)上单调

递增,且f(a)＜f(２b),所以a＜２b．故选B．
２．答案:A
由２x－２y＜３－x－３－y,得２x－３－x＜２y－３－y．令

f(x)＝２x－３－x,由指数函数的单调性可知,f(x)在
R上单调递增,且f(x)＜f(y),所以x＜y,即y－
x＞０．因为y－x＋１＞１,所以ln(y－x＋１)＞ln１＝
０．故选A．

３．答案:A
易知a,b,c∈(０,１)．由

a
b＝

log５３
log８５

＝log５３×log５８＜

(log５３＋log５８)２

４ ＝
(log５２４)２

４ ＜
２２

４＝１
,

得a＜b．因为b＝log８５,c＝log１３８,所以８b＝５,１３c＝
８,即８５b＝５５,１３４c＝８４．又因为５５＜８４,１３４＜８５,所以

１３４c＝８４＞５５＝８５b＞１３４b,即b＜c．
综上,a＜b＜c．故选A．
４．答案:D

因为a＝３０•７,b＝(
１
３
)－０•８＝３０•８,所以b＞a＞１．

又因为０＜c＝log０•７０•８＜log０•７０•７＝１,所以b＞a＞
c．故选D．

５．答案:A

因为log２ ８＜log２３＜log２４,所以３
２＜log２３＜２

,

所以１
２＜log３２＜

２
３
,故a＜c．又因为c＝

２
３log５５＝

log５
３
２５,b＝log５３＝log５

３
２７,所以c＜b．

综上,a＜c＜b．故选A．
(作者单位:陕西省汉中市四〇五学校 )

◇ 江苏 陈 敏１ 张启兆２

  分段数列是一种特殊的分段函数,已成为近几年

高考和各类竞赛中的“新亮点”．在２０２１年新高考数学

Ⅰ卷中就出现了一道关于分段数列的题,本文从分段

数列的特点出发,归纳分段数列的考查类型及常用解

题策略,希望对读者有所帮助．

１ 分段数列的特点

１)通项公式分段,如(苏教版高中数学《必修５》

２０１２年６月第４版第３４页)写出数列{an}的前５

项,并作出它的图象,an＝
１, n为奇数,

２n－１, n为偶数．{
２)递推关系分段,如２０２１年新高考Ⅰ卷的第

１７题．

２ 分段数列类型

２．１ 由奇偶分类引起的分段

策略１ 活用递推,等价转化

例１ (２０２１年新高考Ⅰ卷１７)已知数列{an}满

足a１＝１,an＋１＝
an＋１, n为奇数,

an＋２, n为偶数．{
(１)记bn＝a２n,写出b１,b２,并求数列{bn}的通项

公式;
(２)求{an}的前２０项和．
分析 (１)所给条件中的数列是一个分段数列,

初看这个数列的定义有点“吓人”,再看所求目标写出

b１,b２ 的值,挺开心的,因为一方面是送分,另一方面

提示求b３,从而直观感觉数列{bn}是等差数列,再进

一步进行理性判断{bn},进而联想到利用定义证明

{bn}是等差数列．
(２)顺着题意做,不妨设bn＝a２n,当n为奇数时

an＋１＝an＋１,即an＝an＋１－１,把{an}的奇数项转化

为{an}的偶数项,从而转化为求数列{bn}的前１０项

和的问题．
解 (１)由a１＝１,得a２＝a１＋１＝２,a３＝a２＋

２＝４,a４＝a３＋１＝５,a５＝a４＋２＝７,a６＝a５＋１＝８,
从而b１＝a２＝２,b２＝a４＝５,b３＝a６＝８．bn＋１－bn＝
a２n＋２－a２n＝a２n＋１＋１－a２n＝a２n＋２＋１－a２n＝３,所
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