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一道动点类竞赛不等式的加强与推广

费红亮1 曾善鹏2

(1．杭州高级中学310003；2．杭州电子信息职业学校310021)

1结论部分

本文符号约定如下：P是AABC内任意一

点，口，6，c是三角形三边，R表示AABC外接圆半

径，S表示AABC的面积，P向三边BC，AC，AB

作高线分别交边于D，E，F三点，PD，PE，PF分

别用r。，，．。，r。表示，PA，PB，PC分别用R。，R。，

R。表示．

A

图1

2018年韩国数学竞赛中给出了如下一道几

何不等式．

不等式P是AABC内任意一点，S，，S。，

s3分别表示△PBC，△PAC，△PAB的面积，

求证：

雨S1-r雨$2一r雨$3凄 (1)
爵。r雨。广可声萨

u，

首先将不等式(1)进行加强得到：

结论1 P是AABC内任意一点，O为

AABC外接圆圆心，S1，S2，S。分别表示△PBC，

△PAC，APAB的面积，求证：

鲁+是+叁≥琢E％珂 c2，

注 因为O为△ABC外接圆圆心，所以R>

0P，从而有
S S

R2—0P2 R 2一OP2 ≥毒，所以结
论1是不等式(1)的加强形式．

接着将不等式(1)进行n元推广得到：

结论2 P是AABC内任意一点，S。，S：，S。

分别表示△PBC，△PAC，△PAB的面积，自然

数扎≥1，则

是+是+是≥学 (3)
R；。Rl R；／R 2 、。7

实际上，我们可以得到不等式(1)加强的推广

形式，其结论如下：

结论3 P是AABC内任意一点，O为

AABC外接圆圆心，S，，S。，S。分别表示△PBC，

△PAC，△PAB的面积，自然数7z≥1，则

S?_L g J S；＼ 1-．S” (4)

R}l R；l R；夕IR2一oP2

注 易知结论1和结论2是结论3的推论，

因此要证明以上三个结论，只要证明结论3即可．

2 引理部分

引理1(惯性矩不等式)Ⅲ若z，Y，z为任意实

数，则

(z+y+z)(xR}+yR；+zR；)≥yza2+zxb2+xyc2
(5)

当且仅当z。Y。z=arl：br2：fr3取到等号．

引理2(Gergonne公式)[23 P是AABC内任

意一点，O为AABC外接圆圆心，P向三边BC，

AC，AB作高线分别交边于D，E，F三点，S，

S△DE，分别表示AABC，△DEF的面积，则SaOEF=学×S．
3证明部分

结论3的证明 由引理1知，若取z—at"。，Y

=br。，z—cr。时，不等式(3)取到等号，即

(arl+br2+cr3)(arlR}+br2R；+cr3R；)

一(br2×cr3)口2+(cr3×at"1)b2+(arl Xbr2)C2．

由几何恒等式口r-+6rz+fr3—2s以及s一豢可
以将上述恒等式化为

arlR；+br2R；+cr3R；

一(br2×cr3)口2+(cr3×at"1)62+(atl×br2)c2
arl+br，+cr3

一
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——abc(r2r3盘+r3r16+r1 r2f)
一————器一‘——
=2R(r2 r3a+r3r】6+，．1r2f)，

所以得到恒等式

nrlR；+br2R；+cr3R；=2R(r2t"3口+r3r16+，．1r2c)

(6)

因为PD上BC，PE上AC，PF上AB，

所以有么A+／EPF=7c，么B+么DPF=7c，

么C+么DPE=7c，

结合正弦定理以及三角形面积公式可得

2R(r2r3口+，．3r16+r1 r2C)

一2R(2r2 r3Rsin A+2r3rlRsin B+rlY2Rsin C)

一4R2(r2r3 sin A+r3rl sin B+rlr2sin C)

=4R2(r2 r3 sin么EPF+r3 r1sinZDPF+

r1 r2 sin么DPE)

一4R2(2S△E尸F+2S△D尸F+2S△DP￡)

=8R2S△雎F，

所以得到

2R(r2 Y3a+r3r16+rlr2 c)=8R2S△腿F (7)

所以由恒等式(6)(7)可得

n，．1R}+brzR；+cr3R；=8R2S△舾F (8)

因此，由柯西不等式、幂平均不等式、恒等式(8)以

及引理2可得

S?I S；l g—S?¨I S；+1 S；+1

R}I尺{l Ri S。Rj S：R；’S。Ri

、(s声+s芦+s，n+1)z
夕S1R；+S：Ri+S。R；

、[3宁(S，+S：+S。)孚]2多■茹孓丙蕊再两
： 11二：!兰!±兰!±兰!!：：：．

百1倪r。^2。T虿1口r。R；+丢nr。R；
3i一”S

n+1

4R2S△DEF

一
1-．S”+1一琢【石啊

一 !l二：兰：
R2一OP2 l’

结论3得证．

4猜想部分

在结论2中，分母的次数是2次，如果将2次

换成任意正整数次，结论是否还成立，关于结论

2，我们提出了如下猜想．

猜想 P是AABC内任意一点，S，，S：，S。

分别表示△PBC，△PAC，APAB的面积，自然

数以≥1，m≥1，则有

S：l S；l S；＼3卜”S”
Rr R?‘尺芋尹Rm‘
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我国基础教育课程改革正处于以“立德树人”为宗

旨，以发展学生“核心素养”为目标，以实现课堂教

学转型为重点的“再出发”阶段，与新时代背景相

适应的高中数学教学的中心问题是如何将数学核

心素养落实于课堂，落实在考试评价中．2019年

高考数学全国卷贯彻新高考改革的有关要求，把

“立德树人，人才选拔，教学导向，促进学生健康成

长和综合素质提高”作为命题的出发点和落脚点，

试题涉及的学科知识全面，内容丰富，体现了数学

的科学价值和理性价值，从根本上体现了素质教

育的要求，无论从考试的选拔性功能，还是对中学

教学的引导作用来看，都是出色的试卷．
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