
25 届高三天域联考压轴题的一种放缩视角

一．典例. （25 届高三天域联考）黎曼 函数  s 与数论中的素数分布定理和黎曼猜想密

切相关．  s 是这样定义的：记  Re s 为复数 s 的实部，  
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 ，故  k s 对  s 的研究具有重要意义．

（1）已知对任意正整数 n，都存在唯一的整数 na 和 nb ，使得 2 nb
nn a  ，其中 na 为奇数，

nb 为自然数，求
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（2）试判断是否存在正整数 k，使得  1 2024k  ，并证明你的结论；

（3）求证：
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解析：（3）如图：
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二．基本命题原理

1.定积分的定义：

一般地，设函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续，用分点

0 1 2 1i i na x x x x x x b         

将区间[ , ]a b 分成 n个小区间，每个小区间长度为 x （ 1i ix x x    ），在每个小区间

 1 ,i ix x 上任取一点  1,2, ,i i n   ，作和式：（凌晨讲数学）
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如果 x 无限接近于 0（亦即 n）时，上述和式 nS 无限趋近于常数 S，那么称该常

数 S为函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上的定积分.记为： ( )
b

a
S f x dx  .

2.定积分的几何意义：当 0)( xf 时，由前述可知，定积分 
b

a
dxxf )( 在几何上表示由曲

线 )(xfy  ，两直线 bxax  , 与 x轴所围成的曲边梯形的面积.

3.微积分基本定理：如果  f x 是区间  ,a b 上的连续函数，并且    'F x f x ，那么

       |
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4.定积分的运算性质：假设    ,
b b

a a
f x dx g x dx  存在

（1）    
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kf x dx k f x dx 

作用：求定积分时可将  f x 的系数放在定积分外面，不参与定积分的求解，从而简化  f x

的复杂程度.

（2）        
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx      

作用：可将被积函数拆成一个个初等函数的和，从而便于寻找原函数并求出定积分.

（3）      
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx    ，其中 a c b 

作用：当被积函数含绝对值，或者是分段函数时，可利用此公式将所求定积分按区间进行

拆分，分别求解.

（4）若  f x 具备奇偶性，且积分限关于原点对称，则可利用奇偶性简化定积分的计算

（4.1）若  f x 为奇函数，则    0 0
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（4.2）若  f x 为偶函数，则      
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二．典例分析

例 1.（广东省 25 届高三入学调研考试）如果函数 � � 的导数为    F x f x  ，可记为

   df x x F x  ，若   0f x  ，则      
b

a

f x dx F b F a  表示曲线 � � ���ɀ，直线

x a x b ， 以及 x轴围成的“曲边梯形”的面积.如： 22 dx x x C   ，其中C为常数；
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0

2 2 0 4xdx C C     ，则表 0, 1, 2x x y x C    及 x轴围成图形面积为 4.

（1）若      e 1 d 0 2xf x x f   ， ，求  f x 的表达式；

（2）求曲线 2y x 与直线 6y x   所围成图形的面积；

（3）若    e 1 2 0,xf x mx x     ， ，其中 Rm ，对  0,a b   ， ，若 a b ，

都满足    
0 0

d d
a b

f x x f x x  ，求m的取值范围.（凌晨讲数学）

解析：（1）    e 1 d ex xf x x x C      ，其中C为常数.而  0 2f  ，即1 0 2C   ，

所以 1C ，所以   e 1xf x x   .

（2）联立
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，解得 1 23, 2x x   ，当 3 2x   时， 26x x   ，令

  26 ,g x x x        2 31 1d 6
2 3

F x g x x x x x C       ，则围成的面积
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（3）令    dF x f x x  ，由题意可知，  0,a b a b   ， ， ，满足

       0 0F a F F b F   ，即    F a F b ，即    dF x f x x  在  0,  上单调

递增，进而   0f x  在  0,  恒成立， e 1 2 0x mx   在  0,  恒成立.由于 � 篠 ，

即
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   ，

令    2 e 2e 2 2 e 0x x xh x x h x x    ， ，所以 � � 在 0,  上单调递增，所以



   0 0h x h  ，即   0g x



 ，进而  g x 在  0,  单调递增，

而  
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   ，所以   1
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例 2．一般地，设函数 ( )f x 在区间 ],[ ba 上连续，用分点 0 1 1i i na x x x x x b        

将区间 ],[ ba 分成 n个小区间．每个小区间长度为  1Δ Δ i ix x x x   ．在每个小区间  1,i ix x 上

任取一点  1,2, ,i i n   作和式      1
1 1

Δ
n n

n i i i i
i i

S f x f x x  
 

    ．如果Δx无限接近于 0

（亦即 n）时，上述和式 nS 无限趋于常数S，那么称该常数S为函数 ( )f x 在区间[a，

b]上的定积分，记为 ( )
b

a
S f x dx  ．当 ( ) 0f x  时，定积分 ( )

b

a
f x dx 的几何意义表示由曲线

( )y f x ，两条直线 ,x a x b  与 x轴所围成的曲边梯形的面积．如下图所示：

若函数 ( )f x 是区间 ],[ ba 上的连续函数，且 ( ) ( )F x f x ，则 ( ) ( ) ( ) ( ).
b

b

a
a

f x dx F x F b F a  

（1）求  
2

1

e 2x x dx ；

（2）设函数 ( ) ln( 1), ( ) ( )( 0)f x x g x x f x x     ．

①.若 ( ) ( )f x mg x 恒成立，求实数m的取值范围；

②.数列 }{ na 满足  1 11, n na a g a   ，利用定积分的几何意义，证明：
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解析：（1）    
2 22 2 2
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e 2 e e 4 e 1 e e 3x xx dx x          ；

（2）① ( ) ( )f x mg x 恒成立，得 ln( 1) ( 0)
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恒成立．令 ( ) ln( 1)
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，则
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．当 1m≤ 时， ( ) 0x  ，所以 ( ) x 在 [0, ) 上单调递增，

又 (0) 0  ，所以 ( ) 0x  在 [0, ) 恒成立． 当 1m  时，当 (0, 1)x m  时，有 ( ) 0x   ，

所以 ( ) x 在 (0, 1)m  上单调递减，又 (0) 0, ( ) (0) 0x     在 (0, 1)m  恒成立，与 ( ) 0x 



矛盾．综上所述， 1m≤ ．

②由  1n na g a  ，可得
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 ，所以
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是以 1 为首项，1 为

公差的等差数列，则
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    ，所以
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 ，
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 ，两直线

1,x x n  与 x轴所围成的曲边梯形的面积．而
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     表示图一阴影所示各矩

形的面积和，所以
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       ，不等式的左边成立．
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      表示图二阴影所示各矩形的面积和，所以
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        ，不等式的右边成立．


