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第一讲 组合开端——分类分步计数 

一、知识解析 

加法原理

假设做一件事情中会出现 n种不同的情况，其中第 i 种情况中有 im 种不同方法完成。那

么这件事情完成的不同方法数共有 1 2 nm m m+ + + 。 

【例 1】一个解放军打了 3 枪，成绩为 21 环（每枪的成绩仅可能为 1 到 10 之间的整数环），

问三枪成绩的所有可能情况。

乘法原理

假设做一件事情要依顺序做 n步，其中第 i 步有 im 种不同方法完成。那么这件事情完成

的不同方法数为 1 2 nm m m 种。 

【例 2】用 012345 能组成多少个相邻数位数字不相同的五位数？
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排列数与组合数

排列数 n
mA ：从m 个数中选出 n个排成一列，方法数记为 n

mA ，则

( ) ( )1 ... 1n
mA m m m n= × − × × − + 。特别地，记 !n

nA n= 。 

组合数 n
mC ：从m 个数中选出 n个组成一个“整体”，方法数记为 n

mC ，则

( ) ( )1 ... 1
!

n
m

m m m n
C

n
× − × × − +

= 。

证明：

【简例 3-1】（1）从 10 个人中选出 3 人评选“三好学生”，问几种选法？ 
（2）从 10 个人中选出 3 人“叠罗汉”，问有几种“叠罗汉”的方式？

【简例 3-2】（1）10 支球队进行单循环赛（即两两之间比赛一场），问赛程中有几场比赛？ 
（2）10 支球队进行主-客单循环赛（即两两之间主客场各赛一场），问赛程中有几场比

赛？

【简例 3-3】问凸 n边形有几条对角线？ 

【简例 3-4】在 4×4 表格中填入 4 个“1”（每格至多填一个），问填法有几种？ 

【简例 3-5】将 3 个完全相同的黑球和 7 个完全相同的白球排成一行，问有几种排法？ 
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二项式定理

二项式定理： ( ) 0 0 1 1 1 1 1 1 0...n n n n n n n
n n n na b C a b C a b C a b C a b− − −+ = + + + + 。 

证明：

【例 4】求值： 0 1 ... n
n n nC C C+ + +

二、例题精讲 

【例 5】将一个四棱锥的每一个顶点染上一种颜色，并使同一棱的两端点异色，如果有m
( 4)m ≥ 种颜色可供选择，那么不同的染色方法总数是多少？ 

【例 6】（2017 清华暑校）在一个 4×4 的方格表中填入 8 个 1，使得任意每行或者列都有 2
个 1，问填法的总数？ 
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【例 7】（错排问题）5 个人写了 5 封贺卡，现在每人拿一封，求所有人不拿到自己写的贺卡

的情况总数。

【例 8】（2015 北大博雅）登梯时规定每次只能跨上 1 级或者 2 级楼梯，今欲登上 10 级楼

梯，求不同走法的种数。

【例 9】甲、乙、丙三人练习排球传球，同一人不能连续接球，从甲发球连续 10 次传球又

回到甲的不同的传球路线有多少种？

【例 10】在 的表中停放 3 辆完全相同的红色和 3 辆完全相同的黑色车，每一行每一列

只有一辆车，每辆车只占一格，问共有几种停放方法？

6 6×
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【例 11】在一个 3×3 的表格中填入 1~9，要求每一行的数从左至右递增，每一列的数从左

至右递增，问一共有几种填法？

【例 12】从一个5 4× 方格表的左下角方格走到右上角方格，规定每次走只能选择向上或者

向右走一格，不能回头。问一共有几种走法？

【例 13】（2018 清华领军）整数 , ,x y z 满足 5x y z+ + = ，问这样的 ( ), ,x y z 有几组？ 
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第二讲 计数进阶——更多例子 

一、知识解析 

有重复元素的排列

若 个元素由 类不同的元素组成，每类的任意两个元素是不可区分的，记每类的元

素个数分别为 ，那么 个元素的全排列数为 。

证明：

【例 1】求 ( )1 2 ... n
ka a a+ + + 的展开式合并同类项后， 1 2

1 2 ... kxx x
ka a a 的系数。 

n k

1 2, , , kn n n… n
1 2

!
! ! !k

n
n n n…
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相邻元素捆绑策略

【例 2】7 人站成一排，其中甲乙相邻且丙丁相邻，共有多少种不同的排法？ 

不相邻问题插空策略

【例 3】一个晚会的节目有 4 个舞蹈，2 个相声，3 个独唱，舞蹈节目不能连续出场，则节

目的出场顺序有多少种？

定序问题

【例 4】7 人排队，其中甲乙丙 3 人顺序一定，共有多少种不同的排法？ 

平均分组问题

【例5】将6本不同的书按下列分法，各有多少种不同的分法？ 
（1）分给学生甲3本，学生乙2本，学生丙1本；

（2）分给甲、乙、丙3人，其中1人得3本、1人得2本、1人得1本；

（3）分给甲、乙、丙3人，每人2本；

（4）分成3堆，一堆3本，一堆2本，一堆1本；

（5）分成3堆，每堆2本
（6）分给甲、乙、丙3人，其中一人4本，另两人每人1本；

（7）分成3堆，其中一堆4本，另两堆每堆1本

http://www.xjktyg.com/wxc/
http://www.xjktyg.com/wxc/
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分配问题隔板策略

【例6】现有10个市三好的名额，分配给7所学校，每校至少有1个名额，问名额分配的方法

共有多少种？

【例7】现有10个市三好的名额，分配给7所学校，学校的名额可以为0个，问名额分配的方

法共有多少种？

圆排列与项链数

从n个不同元素中取m 个不同元素排在一个圆周上，称为从n 个不同元素中取m 个

不同元素的圆排列，其排列数为
( )

!
!

n
m n m⋅ −

。 

证明： 

【例 8】将n 个不同的珍珠串成一串项链，问有几种情况？

http://www.qikan.com.cn/SearchResult.aspx?type=0&startpos=1&sort=1&keywords=
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二、例题精讲 

【例 10】给定平面上的五个点 A,B,C,D,E，其中任意三点不共线。由这些点连成四条线

段，五个点中的每个点都至少是一条线段的端点，则不同的连线方式有____________种 

【例 11】求不定方程 1 2 3 4 5 63 3 5 21x x x x x x+ + + + + = 的正整数解的组数。 
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【例 12】有长为3n （ 0 1006n≤ ≤ ）的线段各两条，则由这 2014 条线段能构成

____________个不同大小和形状的三角形（全等视为相同大小和形状，相似不

算） 

【例 13】一次圆桌会议，八个座位互不相同，8 个人先后入座，且入座时均想坐在邻座无

人的座位（首选某个两侧均没有人入座的空座位；其次，再选择两侧只有一人已入座的空

座位；若某人入座时，每个空座位两侧均已有人入座，则他只能任选其中之一入座）.这八

个座位被先后入座的顺序有____________种 
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【例 14】将集合 { }1,2,...,9M = 分成 , ,A B C 三个非空子集，满足 

（1） , ,A B C 成等差数列，其中 A B C< < （ A 表示集合 A的元素个数）； 

（2） , ,A B C 的元素和均为平方数.则总共有____________种不同的分法.



12 

第一讲课后作业 
第一部分 基础知识梳理

重做课堂例题，回顾课堂笔记，并用以下问题作为基本知识的复习。

【1】（2018 清华文科营）在 3×3 的表格中填入 1~9（每个数字各出现一次），要求每行从

左至右递增，每列从上至下递增，4 的位置给出（参考下表），问表格有几种可能的填法？ 

4 

【2】（2017 清华暑校）已知整数 , ,a b c 为三角形的三边长，其中 a b c≤ ≤ ，且 10b = ，问三

边长的可能情况数。

第二部分 基本方法实践

【3】恰有两个数码相同的三位数一共有几个（十进制下）？ 

【4】（2016 清华领军）将 16 个数：4 个 1、4 个 2、4 个 3、4 个 4 填入一个 的矩阵

中，要求每行、每列恰有 2 个偶数，问共有几种填法？ 
4 4×
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【5】问方程 2 3 20x y z+ + = 有几组非负整数解？ 

【6】1,2,3,...,n排成一排，定义“好排列”为：排列中的任何一个数，或者大于排在它前

面的所有的数，或者小于排在它前面的所有的数。记“好排列”的个数为 ( )f n ，求

( )10f 。 

【7】（2015 清华领军）从 1,2,3,4,5 中挑出三个不同数字组成五位数，其中有两个数字各用

两次，例如 12231，问这样的五位数有几个？ 

【8】（染色问题的递推）在课堂的例题 5 中，将四棱锥扩展为八棱锥，其余条件不变，求

所有的染色情况数（写出递推式即可）。
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第三部分 拓展问题选做

【9】（2017 北大 514）若 }{, , 3, 2, 1,0,1,2,3a b c∈ − − − （即 , ,a b c 均取值为 3, 2, 1,0± ± ± ），问直线

0ax by c+ + = 共有多少种可能性？ 

【10】某次测试共有六道题，甲乙丙三人答卷。已知对于任意两人，恰有一道题被他们都答

对，却没有一道题被三个人都答对。比如甲答对 124 题，乙答对 135 题，丙答对 23 题。问

三个人答卷的可能情况数。

【11】有序数对{ }1 2 3 4, , ,a a a a 中， 1 2 3 4, , ,a a a a 均为 1-9 之间的正整数。记 ( )1 2 3 4, , ,N a a a a 表

示此数对中不同数的个数，例如 ( )1,1,2,2 2N = ， ( )1,2,3,1 3N = ，则所有的 ( )1 2 3 4, , ,N a a a a

的平均值为？
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第三讲 符号语言——集合与映射 
【例】367 人参加一场聚会，证明：其中必有两个人同月同日生。 
【学生习作】如果没有两个人同月同日生，那么每一天就至多只有一个人生日，这样算上

闰年的情况，一年全部排满也至多只有 366 人，矛盾！

【例】一个数表，每一行的和称为“行和”，每一列的和称为“列和”，证明：所有行的行

和之和等于所有列的列和之和。

【学生习作】所有行的行和之和，即整个数表的所有数之和。所有列的列和之和，还是整

个数表的所有数之和，即证。

【推荐答案】设这个数表为m 行 n列的表，记 i 行 j 列的数为 ija （1 ,1i m j n≤ ≤ ≤ ≤ ）。第 i

行的行和即
1

n

ij
j

a
=
∑ ，第 j 列的列和即

1

n

ij
i

a
=
∑ 。 

由求和变换的性质，得

所有行的行和
1 1 1 1

n n n n

ij ij
i j j i

a a
= = = =

= = =∑∑ ∑∑ 所有列的列和

定义 1 集合与元素 

集合是指具有某种特定性质的具体的或抽象的对象汇总而成的集体。其中，构成集合

的这些对象则称为该集合的元素。

元素和集合的关系

某个元素 x ，或者出现在集合 A中（称作 x 属于 A，记作 x A∈ ），或者不出现在集合

A中（称作 x 不属于 A，记作 x A∉ ）。 
我们一般使用小写字母 , , ,a b x y 等表示元素，大写字母 , , ,A B X Y 等表示集合。 

定义 2 集合族 

以集合为元素的集合称为集合族，简称集族。集族一般用花体字母ℜℑ等表示。 
集合的书写

集合有以下三种书写方式：

① 枚举式：例如 { }1,2,3,4,5A = ， { }1,2,3,...,A n= 等。

② 概括式：例如 { }| 1,2,3,4,5A i i= = ， { }| , 1,2,3,4,5A ij i j= = 等。

③ 符号式：有些数集有特定的符号，如自然数集，有理数集，整数集，实数

集等。
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集合元素的属性

组成集合的元素有以下几点要求： 

① 互斥性。集合不能有重复元素。

② 无序性。集合内部的元素不分先后顺序，如{ }1,2,3 与{ }3,2,1 相同。

③ 确定性。在用概括式书写集合时，集合的要求必须非常明确，即对于任何元素，我

们都必须能给出判断，它是否属于集合。不具有确定性的集合反例：“某班身高很高的人组

成的集合”，但“某班身高≥ 170cm 的人组成的集合”是符合要求的。 
定义 3 集合的基数 

（有限）集合 A中元素的数目称为集合的基数，记作 A 或者 ( )card A 。

接下来，我们介绍集合之间的运算/关系。 

定义 4 空集、子集、真子集 

不含任何元素的集合称作空集，记作∅。 

称集合 A为集合 B 的子集：如果集合 A的所有元素均属于集合 B ，记作 A B⊆ 。

称集合 A为集合 B 的真子集：如果 A B⊆ ，但 A B≠ ，记作 A⫋ B 。 

【例 1】已知 ( )card A n= ，求 A共有多少个子集（含空集）。 

定义 5 集合的运算：交集、并集、差集、补集 

① ,A B 的交集（记作 A B ）的定义： { }| ,A B x x A x B∈ ∈  。

1 2, ,..., nA A A 的交集可以简记为
1

n

i
i

A
=


。

② ,A B 的并集（记作 A B ）的定义： { }|A B x x A x B∈ ∈   或 。

1 2, ,..., nA A A 的并集可以简记为
1

n

i
i

A
=


。

③ ,A B 的差集（记作 A B− ）的定义： { }| ,A B x x A x B− ∈ ∉ 。

更特殊地，如果 B A⊆ ，此时 A B− 又可写作 \A B或者 AB ，称作“ B 在 A中的补

集”。 

性质 6 集合的运算性质 

对于两个有限集合 ,A B ，成立以下性质：

① ( ) ( )A A B A B= −   ；

② ( )A B A B A= −  ；

③ 如果 A B⊆ ，则 B A A B=
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【例 2】已知集合 , ,A B C （不必相异）满足 { }1,2,3,..., 2019A B C =  ，求满足条件的有序

组 ( ), ,A B C 的数目。 

定义 7 映射、像、原像、值域 

 两个非空集合 A与 B 间存在着对应关系 f 是指：对于 A中的每一个元素 x ， B 中总有

唯一的一个元素 y 与它对应，就称这种对应为从 A到 B 的映射，记作 :f A B→ 。 

 其中， y 称为元素 x 在映射 f 下的像，记作： ( )y f x= 。 x 称为 y 在映射 f 下的原

像。集合 A中所有元素的像的集合称为映射 f 的值域，记作 ( )f A 。 

定义 8 单映射，满映射，一一映射 

已知 :f A B→ ，则 

① 若对于 1 2,x x A∀ ∈ ， ( ) ( )1 2f x f x≠ ，则称 f 为（从 A到 B 的）单映射，简称单

射；

② 若对于 b B∀ ∈ ，存在 a A∈ 使得 ( )f a b= ，则称 f 为（从 A到 B 的）满映射，简称

满射；

③ 既是单射，又是满射的映射，称作双射，又称一一映射。

性质 9 单射、满射、一一映射与集合元素数目 

已知 :f A B→ ， ,A B 均为有限集， 

① 若 f 为单映射，则 A B≤ ；

② 若 f 为满映射，则 A B≥ ；

③ 若 f 为一一映射，则 A B= 。

本章的核心：使用集合和映射符号，将很多具有直观表述的问题，做完全书面化的翻

译。参考下面的例子。
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【例 3】给定有限集合 A，请用集合与映射的语言，定义什么叫“给 A排序”。 

【例 4】给定有限集合 A，请用符号语言，定义什么叫“给 A的元素配对，变成两两成对

的形式”。

【例 5】如下图所示，请用集合和映射的语言，定义国际象棋棋盘中的所有黑格。 

【例 6】请用集合和映射的语言转述下列问题： 
求所有周长为 n，边长为整数且互不全等的三角形的个数。
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【例 7】证明：方程 1 2 ... mx x x n+ + + = 的非负整数解 ( )1 2, ,..., mx x x 的数目，和

1 2 ... my y y m n+ + + = + 的正整数解 ( )1 2, ,..., my y y 的数目一样多。 

【例 8】对凸 n边形 1 2... nA A A 的顶点进行m 染色（即染m 种颜色之一），满足相邻顶点不同

色，记染色方法数为 s。对凸 1n + 边形 1 2 1... n nA A A A + 的顶点进行m 染色，满足 1,n nA A + 颜色

相同，其余相邻顶点不同色，记染色方法数为 t 。构造从 A到 B 的映射 f ，并证明 s t= 。 
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定义 10 集合的分拆（划分、分割） 

对于集合 S ，满足下列条件的{ }1 2, ,..., nS S S 称为集合 S 的分拆： 

① 1 2, ,..., nS S S 均非空集，且两两的交集为空集；②
1

n

i
i

S S
=

=


性质 11 分拆的性质 

在定义 1中，若 S 为有限集，则
1

n

i
i

S S
=

=∑ 成立。 

定义 12 笛卡尔积 

对于两个有限集合 { }1 2, ,..., mA a a a= 和 { }1 2, ,..., nB b b b= ，定义 ,A B 的笛卡尔积为

( ){ }, | ,i j i jA B a b a A b B× = ∈ ∈ 。 

性质 13 笛卡尔积的元素数目 

对于有限集合 1 2, ,..., nA A A ，成立： 1 2
1

...
n

n i
i

A A A A
=

× × × =∏ 。

性质 14 容斥原理 

对于有限集合 S ，我们用 S 表示 S 中元素的个数，若 1S 是 S 的子集，则 1 1\S S S= 表

示 1S 在 S 中的补集。

定理 1（容斥原理）   设 S 是有限集合， 1 2, , , nS S S 是 S 的子集，则 

1 2
1 1

n

n i i j
i i j n

S S S S S S S
= ≤ < ≤

= − +∑ ∑   − +

( )
1 2

1 21
1 + +

k
k

k
i i i

i i i n
S S S

≤ < < < ≤

− ∑


    

( ) 1 21 n
nS S S−   .     

定理 2（容斥原理的对偶形式）   对任意有限集合 1 2, , , nS S S ，有

1 2
1 1

n

n i i j
i i j n

S S S S S S
= ≤ < ≤

= − + +∑ ∑   

( )
1 2

1 2

1

1
1

k
k

k
i i i

i i i n
S S S−

≤ < < < ≤

− + +∑


    

( ) 1
1 21 n

nS S S−−   . 



7 

【例 9】某班对数学、物理、化学三科总评成绩统计如下：优秀的人数：数学 21 个，物理

19 个，化学 20 个，数学物理都优秀 9 人，物理化学都优秀 7 人。化学数学都优秀 8 人。

这个班有 5 人任何一科都不优秀。那么确定这个班人数的取值范围以及仅数学优秀的人数

的取值范围。

【例 10】记 { }1,2,3,4,5A = ， { }1,2,3B = ，求从 A到 B 的满映射的数目。 

【例 11】把 n个不同的球放入 ( )r n r≥ 个不同的盒子中，每个盒子中的球数不限。求无空

盒的放法总数。 



8 

【例 12】若{ }1,2, n 的一个排列 ( )1 2, , , ni i i 满足 1 21, 2, ,i i≠ ≠  ni n≠ ，则称 ( )1 2, , , ni i i 为

{ }1,2, n 的一个错位排列。试求{ }1,2, n 的所有错位排列的个数 nD 。

【例 13】从所有不大于 2018 的正整数中任取 3 个，均不相邻的选法有几种？ 
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第四讲 抽屉原理与平均值原理 

一、知识解析 

定义 1 高斯函数、地板函数、天花板函数 

对实数 x，记 [ ]x 为不超过 x的最大整数，称为高斯函数。 x  称为地板函数，含义与

高斯函数相同。略作变形，记 x  为不小于 x的最小整数， x  称为天花板函数。 

原理 1 抽屉原理 

如果将m 个物体放入 n个抽屉内，则必有一个抽屉中至少有
m
n

 
  

个物体。 

证明： 

原理 2 平均值原理 

设 1 2, , , na a a 是实数， 1 2 na a aA
n

+ + +
=



，则 1 2, , , na a a 中必有一个不大于 A，也有

一个不小于 A。

证明： 
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二、自招回溯 

【例 1】从1,2,3, ,100… 这100个数中任意挑出51个数来，证明在这51个数中：必有 2个数

相邻。

【例 2】（2015 北大自主）从1~99中选出 50 个互不相同的整数，满足其中任两个数的和既

不为99也不为 100，试分别判断这 50 个数的和是否可能为3724 ， 3624 和3524 。 
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【例 3】将 1,2,...,10 这十个数依任意顺序排成一圈，证明：其中必有三个相邻的数，它们

的和不小于 17。 

三、例题精讲 

【例 4】从1,2,..., 2018 中最多能选出多少个数组成一个集合，使得集合中任两个数的和都

不能被他们的差整除？
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【例 5】证明：从 1,2,3,...,100 中任取 51 个数，其中必有两个数存在倍数关系。 

【例 6】（Ramsey 定理）平面上六点满足任意三点不共线，把任意两点的连线段染成红色

或蓝色，证明：必存在同色三角形。

【例 7】记 { }1,2,3,..., 2019S = ， A S⊆ 满足 x A∀ ∈ ，15x A∉ 。求 A 的最大值。
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【例 8】49 名学生解 3 个问题，每题的得分是 0 分到 7 分的整数。证明：存在两名学生 A
A和 B ，对每个问题， A的得分不低于 B 的得分。 
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【例 9】（1）设 1,..., na a 是正整数，求证：其中存在若干个数，和是 n的倍数。 

（2）设 4n ≥ ，{ }1 2, , , na a a 是区间 ( )0,2n 内互不相同的正整数。证明:存在{ }1 2, , , na a a

的一个子集，它的所有元素之和被 2n 整除。
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【例 10】设 ,n r 是给定的正整数，求最小的正整数m ，使将集合 { }1,2, ,S m=  任意划分为

r 个两两不交的集合 1 2, , rA A A 后，都存在两个数 ,a b属于同一集合 ( )1iA i r≤ ≤ ，且

1nb a b
n
+

< ≤ 。 
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【例 11】给定一个无理数α 及正整数 n，求证：存在整数 ,p q 使得
1p q
n

α − < 并且

0p ≠ 。 

【例 12】（第 28 届 IMO 试题）设实数 1 2, , nx x x 满足 2 2 2
1 2 1nx x x+ + + = 。证明：对每

个 ( )*2k k N≥ ∈ ，存在不全为零的整数 1 2, , , na a a ，使 ( )1 1,2, ,ia k i n≤ − =  ，且

( )
1

1
1

n

i i n
i

k n
a x

k=

−
≤

−∑ 。 
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【例 13】在半径为 1 的圆周上，任意给定两个点集 ,A B ，它们都由有限多条互不相交的弧

组成， B 中每段弧长为 ( )*m N
m
π

∈ ， jA 表示将 A绕圆逆时针方向旋转 ( )*j j N
m
π

∈ 所得的

集合。证明：存在正整数 k ，使 ( ) ( ) ( )1
2

kl A B l A l B
π

≥ 。这里 ( )l M 表示M 中所有弧的长

度之和。
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第四讲课后作业 
第一部分

整理课堂笔记，重做例题，并完成下面的问题。

【1】从1,2,3, ,100… 这100个数中任意挑出51个数来，证明在这51个数中：必有 2个数的

差为50。

【2】在边长为 1 的正方形内任取 9 点，证明：在这 9 点组成的所有三角形中，必存在一

个，面积不超过
1
8
。

【3】平面上有 n（ 4n ≥ ）个不同的点，两两之间连线。已知这些线段中恰有 1n + 条长度

等于 d 。证明：其中必有一点，在它发出的线段中，至少有 3 条长度等于 d 。 
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第二部分

【4】（2016 清华领军）从 1,2,3,...,14 中选出一些数，满足其中任意互不相同的数不能构成

等差数列（所谓“等差数列”，就是相邻两数间隔相等的排列，比如 123,147,357 等）。问最

多选出多少个数？

【5】在拉姆赛定理的基础之上，进一步证明：图中至少存在两个同色三角形。 

【6】已知 ,A B 为集合{ }1,2,3,...,100 的两个子集，满足： 

① A B= ；② A B = ∅ ；③ 对任意 x A∈ ， 2 2x B+ ∈ 。 

求 A B 的最大值。
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【7】从 1,2,3,...,2019 中删去一些数，使得剩下的数中任意数不等于其余任意不同两数的乘

积，问最少删去几个数？

【8】（第 6 届 IMO）有 17 位科学家，其中每位科学家都同其他所有人通信，他们在通信

中只讨论了三个题目，且每两位科学家之间只讨论一个题目。证明：至少有三个科学家，

他们互相之间讨论的是同一个题目。

【9】设 100 个非负实数的和为 1，证明：可以将它们适当地排列在圆周上，使得将每两个

相邻数相乘后，所得的 100 个乘积之和不大于 0.01。 
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第三部分

【10】已知 { }1,2,3,..., 2000S = ， M 为 S 的子集且M 中任意两数的差不等于 5 或 8，求 M

的最大值。

【11】（1990 日本数学奥林匹克）设 0 1 2, , ,..., na a a a 是 1n + 个正整数（ 3n > ），满足：

0 1 ... 2 3na a a n< < < ≤ − 。证明：存在不同的正整数 { }, , , , 1,2,...,i j k l m n∈ ，使

i j k l ma a a a a+ = + = 。 
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第 6-7 讲 对应方法 

一、知识解析 

倍满映射

从 A到 B 的满映射 f 满足 B 中每一个元素都有且仅有 k 个原像，则 A k B= 。 

二、例题精讲 

【例 1】设凸 n边形的任意三条对角线不交于形内一点，求它的对角线在形内的交点总

数。

【例 2】设 ( )1 mod 4n ≡ 且 1n > ， ( )1 2, ,..., nP a a a= 为{ }1,2,...,n 的任意排列， Pk 表示使下列

不等式成立的最大下标 k ： 

1 2 1 2... ...k k k na a a a a a+ ++ + + < + + +

对于一切排列 P ，求 Pk 的总和。 
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【例 3】设集合 { }1,2,nS n=  ，对 nS 的子集 Z ，记 Z 中所有数之和为 Z 的容量，这里约定

空集的容量为 0。若 Z 的容量为奇数，则称 Z 为 nS 的奇子集，否则称为偶子集。 

（1）证明： nS 的奇子集与偶子集的个数相等； 

（2）证明： 3n ≥ 时， nS 的所有奇子集的容量之和等于所有偶子集的容量之和。

【例 4】（第 25 届美国数学奥林匹克） n项长为 0,1 的序列 ( )1 2, ,..., nx x x 称为长为 n的二元

序列。 na 为无连续三项成 0,1,0 的长为 n的二元序列的个数， nb 为无连续四项成 0,0,1,1 或

1,1,0,0 的长为 n的二元序列的个数。证明：对每一个正整数 n， 1 2n nb a+ = 。 
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【例 5】一次聚会有 40 个人参加，已知其中任何 19 人都有唯一的公共朋友。（约定甲是

乙的朋友的同时乙也是甲的朋友，任何人不是自己的朋友）证明：存在一个由 20 个人组成

的集合 0T ，使对任意 0a T∈ ，从 0T 中去掉a 后，剩下 19 个人的公共朋友不是a。

【例 6】（2018 年北大博雅）记 nS 表示边长为整数、周长为 n的互不全等的三角形个数。

证明： 2018 2015S S= 。 
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【例 7】设 n是正整数，由 n个正整数（可以相等）组成的数列 1 2, , , na a a 称为“满数

列”，如果它满足如下条件：对任意正整数 2k ≥ ，如果 k 是该数列中的一项，那么 1k − 也

是该数列中的一项，且 1k − 在数列中的位置在 k 最后一次出现的位置的前面。对每个 n，
求所有“满数列”的个数。 
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【例 8】（2015 年全国高中数学联赛）设 { }1 2, ,..., nS A A A= ，其中 1,..., nA A 是互不相同的有

限集合 ( )2n ≥ ，满足对任意的 ,i jA A S∈ ，均有 i jA A S∪ ∈ 。若 min | |, 2ik A k= ≥ ，证明：

存在
1

n

i
i

x A
=

∈


，其属于 1 2, ,..., nA A A 中的至少
n
k
个集合。
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对应方法 课后作业 

【1】（1991 全国高中数学联赛改编）设集合 { }1,2,..., 2019M = ，对 M 的任意非空子集 X ，

令 Xα 表示 X 中最大数与最小数（可以是同一个数）之和，求所有 Xα 的算术平均值。 

【2】将边长为 a的正三角形各边 n等分，过各分点在三角形内作边的平行线段，将该等边

三角形完全分割成边长为
a
n
的小正三角形。求其中边长为

a
n
的小菱形的个数。
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【3】（第 32 届中国国家集训队测试题）圆周上有 n ( )6≥ 个点，每两点连一条线段，其中

任意三条线段在圆内不共点，于是任意三条两两相交的线段构成一个三角形，求这些线段

所确定的三角形的总数。

【4】有 4n ≥ 名选手 1 2... nA A A 参加数学竞赛，其中有些选手是互相认识的，而且任何两个

不相识的选手都恰好有两个共同的熟人。若已知选手 1 2A A 认识，但它们没有共同的熟人，

证明：他们的熟人一样多。
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第 8 讲 极端原理 
极端原理

（1）有限个实数中一定有最大数和最小数；

（2）无限个正整数中必有最小值。

一、例题精讲 

广义的极端思想：枪打出头鸟

【例 1】琼斯先生和琼斯太太举办了一次聚会，共有 n对夫妇参加（包括琼斯夫妇）。聚会

开始时，部分人之间会相互握手，同一对夫妇之间不会握手。统计发现，除了琼斯先生之

外，所有人握手次数两两不同。问琼斯太太握了几次手？

极端性的作用：其他状态不能更极端

【回顾】 [ ] 1x x< + 。 

【回顾】设 ( )1 mod 4n ≡ 且 1n > ， ( )1 2, ,..., nP a a a= 为{ }1,2,...,n 的任意排列， Pk 表示使下列

不等式成立的最大下标 k ： 

1 2 1 2... ...k k k na a a a a a+ ++ + + < + + +
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【例 2】任给一个m 行 n 列的实数矩阵

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 





   



一次操作是指同时改变某一行或某一列的所有数的符号，其余数均不变。证明：可以经过

有限次操作，使得每一行，每一列的所有数之和均非负。 

存在性问题的新解——极端性构造

【例 3】（Sylvester 定理）给定平面上不全在一条直线上的n 个点，则必有一条直线恰经

过这n个点中的两个点。
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【例 4】有三所学校，每所学校有 n名学生，已知任意一名学生认识其它两所学校学生的

总数都是 1n + 。证明：每所学校都存在一名学生，使这三名学生互相认识。 

锋利的极端性

【例 5】设集合 1 2, , , nA A A 与集合 1 2, , , nB B B 是集合 M 的两个划分，且满足对任意两个

交为空的集合 ( ), 1 ,1i jA B i n j n≤ ≤ ≤ ≤ ，有 i jA B n≥ 。证明：
2

2
nM ≥ 。
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【例 6】设 { }1,2, ,I n=  ，ϕ是 I 的一些三元子集组成的集族，满足ϕ中任意两个元素至多

有一个公共元。证明：存在 I 的一个子集 X ，满足（1）ϕ的任何元素不是 X 的子集；

（2） 2X n ≥  。
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【例 7】在 2000 2000× 的表格中，每格填上1或 1− 。已知表格中所有数之和非负，证明：

可以找到1000 行和1000 列，这些行和列交叉处的数之和不小于1000 。 
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【例 8】设 X 是有限集合， 0n 是给定的正整数，法则 f 使 X 的每一个偶子集 E （元素个数

为偶数的集合称为偶子集）都对应一个实数 ( )f E ，满足下列条件：

( )1 存在 X 的一个偶子集 D ，使 ( ) 0f D n> ；

( )2 对 X 的任意两个不相交的偶子集 A B ，有 ( ) ( ) ( ) 0f A B f A f B n= + − 。

证明：存在 X 的子集 P ，Q，使

( ) ,a P Q X P Q= = ∅  ；

( )b 对 P 的任意非空偶子集 S ，有 ( ) 0f S n> ；

( )c 对Q的任意偶子集T ，有 ( ) 0f T n≤ 。 
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第 8 讲课后作业 
【1】在 2×5 的数表中，第一行各格内分别填入数字 0、1、2、3、4，请在第二行的五个

空格中各填入一数，使得你所填的每一个数是上一行中对应格内的数在下一行中出现的次

数。

【2】平面上给定 ( )2 1 2n n− > 个点，其中任意三点都至少有两点距离小于 l，证明：可以找

出其中 n个点位于某个半径为 1 的圆内。 
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【3】某次会议有 A、B 两个代表团参加，现知每位 B 团的成员都至少与 A 团的一位成员

握过手，而 A 团中的任何人都没有与 B 团中的所有成员握过手。试证：一定可以从 A 团

中找到两人 a1、a2，从 B 团中找到两人 b1、b2，使得 a1 与 b1，a2 与 b2 握过手，而 a1 与

b2，a2 与 b1 没握过手。 

【4】草场上有 15 个小朋友在玩球，初始时每人手上有一个球。已知任意两人的距离皆不

相等，且每个小朋友均把自己手里所有的球抛向距离自己最近的那个小朋友。证明：抛球

之后，一定有一个小朋友手上没有球。
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【5】 n（ 3n ≥ ）名乒乓球选手进行单打比赛，若干场后，任意两名选手赛过的对手恰好

都不完全相同。试证：总可以从中去掉一名选手，使余下的选手中任意两名选手已赛过的

对手恰好都不完全相同。

【6】直线上分布着 2 1k − 条白色线段和 2 1k − 条黑色线段，已知任何一条白色线段都至少

与 k 条黑色线段有公共内点（即交点），并且任何一条黑色线段都至少与 k 条白色线段有

公共内点。证明：可以找到一条白色线段与所有黑色线段有公共内点，也可以找到一条黑

色线段与所有白色线段有公共内点。 
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【7】称平面上的一个点集是“好的”，如果其中任意三个点不能构成等边三角形的三个顶

点。设 S 是平面上由 n个点构成的集合，求证：存在 S 的子集T ，使得 T n≥ ，且T 是好

的。

【8】一次乒乓球单循环赛一共有 n（ 3n ≥ ）名选手，所有比赛结束后已知其中没有全胜

的人。证明：一定可以找出三名选手 A、B、C，满足 A 胜 B，B 胜 C，C 胜 A。 
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第 9-10 讲 算两次原理 

算两次/富比尼原理（版本一） 

对于同一组对象，用两种方式计数，结果一样。

【例 1】证明： 0 1 ... 2n n
n n nC C C+ + + = 。 

笛卡尔积

对于两个有限集合 { }1 2, ,..., mA a a a= 和 { }1 2, ,..., nB b b b= ，定义 ,A B 的笛卡尔积为

( ){ }, | ,i j i jA B a b a A b B× = ∈ ∈ 。 

算两次/富比尼原理（版本二） 

在笛卡尔积的定义中，进一步定义 ( ){ }, |i iC a b b B= ∈ （ 1,2,...,i m= ），

( ){ }, |j jD a b a A= ∈ （ 1,2,...,j n= ），则
1 1

m n

i j
i j

C D A B
= =

= = ×∑ ∑ 。

柯西不等式（简单版本）

( ) ( )22 2
1 1 2... ...n nn x x x x x+ + ≥ + + + 。 

模型一 组合几何中的边与角

【例 2】一张正方形纸内有 1000 个点，这些点和正方形的顶点中任意 3 点不共线。然后在

这些点及正方形顶点之间连一些线段，将正方形全部分成小三角形（以所连线段及正方形

的边为边，且所连线段除端点外没有公共点），问一共连有多少线段？一共有多少三角形？
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模型二 图论中的边和角

已知若干点 1 2, ,..., nA A A （称作“顶点”），其中某些点之间连有线段（称作“边”），这

就构成一个“图”。

很多问题实质上就是“图”的模型。例如 n个人，其中部分人之间相互认识。把 n个

人视作 n个顶点，相互认识视作连线，这就得到了“图”模型。 
顶点 iA 发出的线段数称为顶点 iA 的“度”，记作 id 。设图中有 l 条线段，则

1
2

n

i
i

d l
=

=∑ 。

【例 3】某次聚会有 n个人参加，其中有一些人之间认识（假定认识是相互的）。已知对于

任意两个人，只有至多一人和这两人都认识。证明：互相认识的人至多 3 21
2 4

nn + 对。

【例 4】一个图中 n个顶点和 l 条边，已知图中不存在三角形，证明： 23
6 4

nl n≤ + 。
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模型三 元素-集合从属关系表 

【例 5】已知 1 2, ,..., nA A A 为有限集，设 { }1 2
1

, ,...,
n

i m
i

A x x x
=

=


，记 { }|j k j kA x Aℜ = ∈

（ 1,2,...,j m= ），证明：
1 1

n m

i j
i j

A
= =

= ℜ∑ ∑ 。

【例 6】在一个 7 7× 方格表中，选出一些方格涂黑。已知黑格中任意四个的中心点不构成

（边平行于 7 7× 方格表的）矩形，求黑格个数的最大值。 
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【例 7】已知集合 { }1 2 4 3, ,..., nM x x x += ，它的 4 3n + 个子集 1 2 4 3, ,..., nA A A + 具有以下性质： 

① M 中每 1n + 个元素恰属于唯一一个子集 jA （1 4 3j n≤ ≤ + ）； 

② 2 1iA n≥ + （ 1,2,..., 4 3i n= + ）。 

证明：任意两个子集 ,i jA A 恰有 n个公共元。 

【例 8】平面内给定 n个不同的点，证明：其中距离为单位长的点对数少于 32
4 2
n n+ 。 
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【例 9】设 iA （ 1,2,...,i n= ）均为 r 元有限集合，
1

n

i
i

A S
=

=


， k 为给定的正整数。已知

1 2, ,..., nA A A 中任意 k 个的并集等于 S ，而任意 1k − 个的并集为 S 的真子集。证明：

1k
nS C −≥ ，并在等号成立时确定 r 。 
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【例 10】（2016 年中国女子数学奥林匹克）求最大的正整数m ，使得可以在m 行 8 列的方

格表的每个方格中填入 C、G、M、O 这四个字母之一，并且具有如下性质：对于方格表的

任意不同两行，至多存在一列，使得这两行在此列处的字母相同。
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【例 11】凸 n边形的任意 3条对角线不交于形内一点，求这些对角线将凸 n边形分成的区

域总数。 
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【例 12】（Erdos-Ko-Rado 定理）设 2
2
nr≤ < ，φ为 { }1,2, ,X n=  的一些 r 元子集构成的

集族。如果φ中每两个元素的交非空，则 1
1

r
nCφ −
−≤ ，等号成立当且仅当

{ }| , ,A A X A r x Aφ = ∈ = ∈ ，其中 x 是 X 中一个固定元素。
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第 9-10 讲课后作业 

【1】一所学校有b 个老师和 c 个学生，满足： 
① 每个老师恰教 k 个学生；

② 对任意两个不同的学生，恰有 h个老师同时教他们。

求证：
( )
( )

1
1

c cb
h k k

−
=

−
。

【2】（第 11 届 CMO）8 位歌手参加艺术节，准备为他们安排m 次演出，每次由其中 4 位

登台表演，并且 8 位歌手中任意两位同台演出的次数一样多。请设计一种方案，使得他们

一共演出的次数m 最少。 
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【3】（1989 年 IMO）设 ,n k 是正整数， S 是平面内 n个点的集合，满足：对 S 中的任何一

个点 P ， S 中至少有 k 个点与 P 的距离相等。求证：
1 2
2

k n< + 。

【4】设 X 为有限集合， 1 2, ,..., mA A A 为其 r 元子集，且其中任意两个的交集的元素个数不

超过 k 。证明：
( )

2

1
r mX

r m k
≥

+ −
。



21 

【5】由 n个元素 1 2, ,..., na a a 组成元素对 1 2, ,..., np p p 。已知当且仅当 ,i ja a 组成元素对时，

,i jp p 有公共元。证明： 1 2, ,..., na a a 中每个元素恰属于两个元素对。 

【6】已知 1 2 30, , ,A A A 都是{ }1,2, ,1990 的子集，每个 iA 中恰有 660个元素。证明：存在

两个集合 ( ), 1 30i jA A i j≤ < ≤ ，使 200i jA A ≥ 。
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【7】设 1 2, , , na a a 是前 n个正整数1,2, ,n 的一个排列。令 kf 为此序列中 ka 右边小于 ka 的

数的个数， kg 为此序列中 ka 左边大于 ka 的数的个数。证明：
1 1

n n

k k
k k

f g
= =

=∑ ∑ 。

【8】设正整数 2n ≥ ，将一个 ( ) ( )4 3 4 3n n− × − 的方格表中的每个方格染上红蓝两色之一，

定义 k l× 子式是由任意 k 行与 l 列（不必相邻）相交得到的 kl 个方格。证明：一定存在该

方格表的一个 2 n× 子式，其中所有小方格同色。
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【9】设 2n ≥ ，对于任何正整数 k ，求最小的正整数 ( )f k ，使有 n个集合 1 2, , , nA A A （不

必不同），满足以下条件： 

( )i ( )= 1,2, ,iA k i n=  ；

( ) ( )1 1 11,2, , ,i i nii A A i n A A+ += ∅ = =  ； 

( ) ( )
1

n

i
i

iii A f k
=

=

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第 11-13 讲 数学归纳法 

一、知识解析 

归纳公理：

如果正整数集的子集 S 满足：1 S∈ 且对 k S∀ ∈ ， 1k S+ ∈ ，则 *S N= 。 
对话 1 归纳公理的理解：多米诺骨牌 

你可以利用“多米诺骨牌”来理解归纳公理（非常精辟而且有意思）： k S∀ ∈ ，

1k S+ ∈ ，说的就是前一张骨牌倒了，会带动后一张骨牌倒。1 S∈ 说的就是第一张骨牌

倒了。于是就像多米诺骨牌一样，从第一张开始一张带着一张，整个正整数集全倒了。 

第一数学归纳法：

把“ S∈ ”看成某个命题的成立性，归纳公理就是第一数学归纳法的原理，具体如

下：

记 ( )P n 表述了一个对任意正整数 n都成立的命题，则它的证明可由如下两步完成： 

① ( )1P 成立；

②对任意的正整数 k ， ( )P k 成立可推出 ( )1P k + 成立。

数学归纳法有以下常见的变式，你都可以类似地理解：

第二数学归纳法：

与第一数学归纳法相比， ( )1P k + 成立的条件从要求 ( )P k 成立，加强为要求

( ) ( ) ( )1 , 2 ,...,P P P k 成立。 

跳归纳：（此处给出的是间隔为 2 的情况） 

欲证明 ( )P n 成立，可按如下方式完成证明： 

① ( )1P 和 ( )2P 成立；

②对任意的正整数 k ， ( )P k 成立可推出 ( )2P k + 成立。

跳归纳常用于奇偶分离的情形，奇数推奇数，偶数推偶数。

螺旋归纳：（两个命题的配合归纳）

欲证明 ( )P n 和 ( )Q m 成立，可按如下方式操作： 

① ( )1P 和 ( )1Q 成立；

② ( )P n 成立可推出 ( )1Q n + 成立， ( )Q n 成立可推出 ( )1P n + 成立。

螺旋归纳的本质是两个命题相辅相成的关系，而上述②可能会根据具体问题有所变化。

二维归纳：（命题与两个变量有关）

现有一个命题 ( ),P n m ，欲证明它对所有正整数 ,n m 均成立，可按如下方式完成证明： 

① ( )1,P m 成立， *m N∀ ∈ ； ( ),1P n 成立， *n N∀ ∈ ；

② ( ),P n m 成立可由 ( )1, 1P n m− − 、 ( )1,P n m− 和 ( ), 1P n m − 共同推出。
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二、例题精讲 

【例 1】“蓝眼睛岛谜团”：有一个岛，岛上有一个部落，由 1000 个居民组成。这个部落有

一个禁忌：如果任何一个部落成员知道了自己眼睛的颜色，他就要在第二天中午当着所有

人的面在部落广场上自杀。这个部落的人都具有良好的视力，他们可以看见其他所有人的

眼睛的颜色，但他们无法从外界知道自己眼睛的颜色（比如照镜子，或者直接问周围的

人）。

岛上居民的眼睛只有两种颜色，棕色和蓝色，这一点居民们都知道。其中有 n个人为蓝色

眼睛，另外1000 n− 个为棕色眼睛，但是任何居民都不知道这一点，因为他不知道自己眼

睛的颜色（但他们都能看到其他所有人的眼睛颜色，也就知道其他人眼睛颜色有几个蓝色

和几个棕色）。

有一天，一个外来者到这个岛访问，外来者的眼睛为蓝色。一天晚上，为了向岛上居民致

谢，外来者面对所有居民发表了一个演讲，他提到：“我在这里看到和我一样的蓝色眼

睛”。现在的问题是，这句话会产生什么后果？
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【例 2】在一条公路上，依次坐落着 n个村庄，每个村庄都有两个推土机，一个头向左，

另一个头向右，这 2n 个推土机的重量各不相同。当两辆推土机正面相撞时，重量大的总能

将重量轻的推下公路，若一辆推土机 A 从后侧撞上另一辆推土机 B，则无论重量关系如

何，A 总能将 B 推下公路。我们称村庄 C 能横扫村庄 D，当且仅当：在只有 C 的推土机能

开动的情况下，C 的推土机可以将 D 的两辆推土机均推下公路（这个过程需要 C 的左/右
推土机将介于 C、D 之间的所有村庄全部横扫）。证明：无论推土机的重量如何分布，恰存

在一个村庄不会被横扫。
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【例 3】（1）在 2 2n n× 的方格表中随意去掉一格，证明：剩下的图形一定可以用若干个

“L”型（3 小格）恰好盖住它。 
（2）在 1993×1993 的方格表中随意去掉一格，证明：剩下的图形一定可以用若干个“L”
型（3 小格）恰好盖住它。
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【例 4】设有 2n 个球分成了许多堆。我们可以任意选甲乙两堆来按照以下规则挪动：若甲

堆的球数 p 不少于乙堆的球数 q，则从甲堆中拿 q个球放到乙堆中去，这样算挪动一次。

证明：可以经过有限次挪动将所有球合并为一堆。

【例 5】设 S 是一个 2002 元集合， N 是整数，且满足： 20020 2N≤ ≤ ，证明：可以将 S 的所

有子集染上黑色或者白色，并满足：

（1）任意两个白色子集的并是白色 （2）任意两个黑色子集的并是黑色

（3）恰好 N 个子集是白色
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【例 6】初始状态下， n块糖任意放进三个盘子里。每次操作将两个盘子各取一块糖，放

入第三个盘子中。求所有的 n，使得对于任何初始状态，均存在有限次操作，糖可以被集

中在一个盘子里。
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【例 7】在 n n× 棋盘中，任意 k 行和任意 l 列的公共部分称为它的“子片”，并称 k l+ 为

它的半周长。假如若干个半周长不小于 n的子片共同覆盖了棋盘的整条主对角线，证明：

这些子片所覆盖的方格数不小于棋盘总方格数的一半。
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【例 8】（2010 年西部数学奥林匹克） 

求证：对于任何非空有限 n元集合 A ，可将 A 的所有子集排成一列 1 2 2
, ,..., nA A A ，使得每

两个相邻的子集恰好相差一个元素。
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【例 9】（2012 年中国西部数学奥林匹克） 
设 E 是一个给定的 n元集合， 1 2, ,..., kA A A 是 E 的 k 个两两不同的非空子集，满足：对任意

1 i j k≤ < ≤ ，要么 ,i jA A 的交集为空集，要么 ,i jA A 中一个是另一个的子集，求 k 的最大

值。
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【例 10】（2014 年全国高中数学联赛） 
设 { }1,2,...,100S = 。求最大的整数 k ，使得 S 有 k 个互不相同的非空子集，具有性质：对这

k 个子集中任意两个不同子集，若它们的交非空，则它们交集中的最小元素与这两个子集

中的最大元素均不相同。
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【例 11】（2011 年国际数学奥林匹克） 

给定正整数 n。有一架天平和 n个质量分别为 0 1 12 ,2 , ,2n−
 的砝码，现通过 n步操作逐个将

砝码放上天平，使得在操作过程中，右边的质量始终不超过左边的质量。每一步操作是从

尚未放上天平的砝码中选出一个砝码放上天平的两边之一，操作直至所有砝码被放上天

平。求整个操作过程的不同方法数目。
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【例 12】在矩形桌子上放着许多相等而不完全重合的正方形纸片，其各边都平行于桌子的

边，且被分别染成 ( )2k k ≥ 种颜色之一。已知对于任意 k 个颜色互异的正方形，它们中都

有两个可以用一枚钉子钉在桌上。证明：可以用 2 2k − 枚钉子将某一种颜色的所有正方形

全部钉在桌上。
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【例 13】设 1 2, , ,A A A n 是有限集合 X 的 n个非空子集，且对任意正整数

( ), 1i j i j n≤ ≤ ≤ ， i jA A 不为单元集。证明：可以将集合 X 的元素分为两类，使得每个子

集 ( )1,2, ,iA i n=  的元素不全在同一类中。
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【例 14】将m 个相同的元素分配给 n个不同的集合，要求每个集合至少分得一个元素，问

分法种数。

【例 15】给定正整数 m,n，及正整数 1 1,..., , ,...,m nx x y y ，满足：

1 1... ...m nx x y y mn+ + = + + < ，求证：总可以从 1,..., mx x 中选出一部分数（至少选一个，不能

全选），从 1,..., ny y 中选出一部分数，满足：这两组数的和相等。 
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【例 16】10×10 的正方形中，任意填入 1~100。用红笔圈出每一行最大的 3 个数，用蓝笔

圈出每列最大的 3 个数，证明：至少有 9 个数被红蓝同时圈出。 
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【例 17】（2012 年“华约”自主招生测试） 

记函数
2

( ) 1 , 1,2
2! !

n

n
x xf x x n

n
= + + + ⋅ ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ ⋅，证明：当 n是偶数时，方程 ( ) 0nf x = 没有实

根；当 n是奇数时，方程 ( ) 0nf x = 有唯一的实根 nθ 。
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【例 18】空间给定 2n （ 2n ≥ ）个点，其中任意 4 点不共面，它们之间连有 2 1n + 条线

段，求证：这些线段至少构成 n个三角形。
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第 11-13 讲课后作业 

【1】在线段 AB 两端的两个端点上，一个标以蓝色，一个标以红色。在线段中插入 n个分

点，且在各个分点上随意地标上红色或蓝色，这样就把原线段分为 1n + 个不重叠的小线

段，这些小线段的两端颜色不同者被称为标准线段。证明：标准线段的个数为奇数。

【2】将正 n（ 3n ≥ ）边形的每个顶点染上红、绿、蓝三种颜色之一，使得任意两个相邻

的顶点不同色，且每种颜色均至少出现过一次。证明：可以用一些对角线将正 n边形剖分

为 2n − 个三角形，且每个三角形的三个顶点均不同色。
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【3】求所有正整数 ,m n ，使得m n× 的方格棋盘可以被无重复完全分割为若干块“L”型

骨牌（三小格）。

（提示：先从简单情况上手，至少先猜到答案）

【4】设 2kn = ，求证：对于任意 2n-1 个整数，总能从中取出 n 个数，其和为 n 的倍数。 
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【5】（2012 华约自招联盟）某乒乓球培训班共有n位学员，在班内双打训练赛期间，每两

名学员都作为搭档恰好参加过一场双打比赛。试确定 n的所有可能值并分别给出对应的一

种安排比赛的方案。

【6】有一个黑盒和标号为1,2, ,n 的 n个白盒，在 n个白盒中共放了 n个球。允许进行这

样的操作：若标号为 k 的白盒中恰有 k 个球，则取出它们，放入黑盒和标号为1,2, , 1k −

的白盒中各一个 ( )1 k n≤ ≤ 。证明：对任意正整数 n，存在唯一的一种放置方式，使得 n个

球最初全在白盒中，但可以经过有限次操作，使所有球都到黑盒中。



21 

【7】指示板上装有若干个电灯泡，且都亮着。今有若干个按钮，可以改变与该按钮相连的

所有灯泡的亮灭状态。已知对任何一组灯泡，都有一个按钮与该组中奇数个灯泡相连。证

明：可以通过按动直这些按钮，熄灭所有灯泡。
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第 14-15 讲 （局部）调整法和特征量 
技巧 1 极端量+调整 

对于达到极端的状态，局部调整就变成了“微扰”，这种干扰一定会让状态朝着极端的

反方向变化，由此就能反推出极端状态的某些性质，以便解题。

【例 1】14 人进行一种日本棋循环赛，每人都与另外 13 人对弈。在比赛中没有平局，求

“三角联”个数的最大值（这里“三角联”指 3 人间的比赛每人皆一胜一负）。 

【例 2】（第 4 届 CMO 试题）空间有 1989 个点，其中任何三点不共线，把它们分成点数各

不相同的 30 组，在任何三个不同的组中各取一点为顶点作三角形，问要使三角形的总数最

大，各组的点数应是多少？
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技巧 2 朝向理想状态的调整 

有些问题，我们在读题之后就会设想一个比较理想的状态。对于一个一般的状态，我

们可以考虑它能否通过一系列的调整，变为理想状态。

【例 3】在线段 AB 两端的两个端点上，一个标以蓝色，一个标以红色。在线段中插入 n个
分点，且在各个分点上随意地标上红色或蓝色，这样就把原线段分为 1n + 个不重叠的小线

段，这些小线段的两端颜色不同者被称为标准线段。证明：标准线段的个数为奇数。

【例 4】有 ( )4n n n× ≥ 的一张空白方格表，在它的每一个方格内任意填入 1+ 或 1− 两个数

中的一个。现将表内 n个既不同行也不同列的方格中的数的乘积称为一个基本项。证明：

按上述规则填成的方格表，它的全部基本项的和总能被 4整除。
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有些时候，理想状态就是终点，我们可以基于终点逆向调整。

【例 5】在圆周上任意写上 49 个 1 和 50 个 0，然后进行下列操作：在两个相同的数之间写

上 0，在两个不同数之间写上 1，并擦掉原有数字。不断重复前述操作，问能否经过有限次

操作，使圆周上所有数都变成 0？ 

技巧 3 终止操作问题的特征量：死神函数 

 对于一个操作/变换类问题，由于操作方式和操作排序的可能性太多，我们不可能一一

分类讨论处理。很多操作/变换类问题，要求解题人抓住规则下的关键特征量。 
特征量的第一种作用，就是终止操作问题。

【例 6】（第 27 届 IMO）在一个正五边形的每一个顶点填上一个整数，使得所填 5 个整数

之和大于零。若其中三个连续顶点对应的整数依次为 , ,x y z ，且中间数 0y < ，则要进行如

下调整：将整数 , ,x y z 分别换成 , ,x y y z y+ − + 。只要所得的 5 个整数中至少有一个为负数

时，调整就要继续进行。问这种调整过程是否经过有限步后必终止？
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技巧 4 否定操作可能性的特征量：不变量/不变性质 

特征量的第二种作用，就是否定操作可能性。为了达到这一目的，我们一般找到某个

不变量或者找到某条性质恒定成立，再比较初态末态得出矛盾。

【例 7】初始状态下， n块糖任意放进三个盘子里。每次操作将两个盘子各取一块糖，放

入第三个盘子中。求所有的 n，使得对于任何初始状态，均存在有限次操作，糖可以被集

中在一个盘子里。

【例 8】一个凸 n边形，每个顶点标上一个整数。每次操作可以任取两个相邻顶点，将其

上数字均加 1 或者减 1.试问对于怎样的 n，无论最初如何标数，一定都可以经过有限次操

作，使得所有数字全部相等。
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【例 9】在 8×8 的国际象棋盘上的棋子“海豚星”每次只能向上或向右或向左下方走一

格，问“海豚星”能否从棋盘左下角的方格出发，走遍所有方格，并且每个方格恰好一

次？

技巧 5 操作步骤的极值问题 

特征量的第三种作用：在至少或至多操作多少次的极值问题中，为了证明操作次数的

取值范围不等式，我们仍然需要找到一个特征量，特征量单次变化不会太多或者太少，这

样完成从初态到末态的变化就可估计操作步骤的范围。

【例 10】考虑 1,2,3,......,20 的排列 ( )1 2 20, ,...,a a a ，对此排列进行操作，每次操作对换两个数

所处的位置。操作的目的是将此排列变为 ( )1,2,..., 20 。设对每一个排列 ( )1 2 20, ,...,a a a a= ，

达到目标所需要进行操作的次数的最小值为 ak ，求 ak 的最大值。 
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第 14-15 讲课后作业 
第一部分

【1】（2017 清华暑校）黑板上写有 1,2,…,2017 这 2017 个数。每次操作任意擦去其中的某

三数 , ,a b c ，写上 a b c+ + 除以 11 的余数，问黑板上最后剩下一个数的所有可能值。 

【2】在黑板上写上三个整数，然后将其中一个擦去，换上其他两个数之和与 1 的差，将这

个过程重复若干次得到三个数为 17,2019,2105。问一开始黑板上写出的三个数是否可能是

2,2,2？ 

第二部分

【3】在线段 AB 上关于它的中点 M 对称地放置 2n 个点。任意将这 2n 个点中的 n个染成红

色，另 n个染成蓝色。证明：所有红点到 A的距离之和等于所有蓝点到 B 的距离之和。 
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【4】设圆周上放若干堆小球，每堆中的小球都是 3 的倍数，但各堆的球数不必相等。先按

下列规则调整各堆的球数：把各堆小球 3 等分，本堆留一份，其余两份分别放入左右相邻

两堆中。如果此时某堆数不是 3 的倍数，则可从布袋中取出一球或两球放入，使该堆球数

是 3 的倍数，然后按上述方法继续调整。问能否经过有限次调整，使各堆的球数相等？ 

【5】一个m n× 长方形表中写上正整数，可以将相邻两个方格中的两个数同时加上一个整

数 k ，使得所得的数为非负整数。试确定经有限步这种操作可使表中所有数均为 0 的充要

条件。
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【6】从数集{ }3,4,12 开始，每一次从其中任选两个数 ,a b，并用数
3 4 4 3,
5 5 5 5

a b a b− + 来代

替它们，那么能否通过有限多次这样的操作，得到数集{ }, ,x y z ，满足： 

1 1 1| 4 | ,| 6 | ,| 12 |
3 3 3

x y z− < − < − < 。

第三部分

【7】（1994 年全国高中数学联赛）设平面点集 { }1 2 1994, ,...,P P P P= ， P 中任意 3 点不共线，

将 P 中所有点分成 83 组，使每组至少 3 点且每点恰属于一个组。然后将同一组的任意两

点用线段相连，不同组的任意两点不连线段，这样得到一个图案G 。不同的分组方式得到

不同的图案，将图案中以 P 中点为顶点的三角形个数记为 ( )m G 。 

（1）求 ( )m G 的最小值 0m ；

（2）设 *G 是使 ( )*
0m G m= 的一个图案，若将 *G 中线段（指以 P 中点为端点的线段）用四

种颜色染色，每条线段恰染一色。证明：存在一种染色方案，使 *G 染色后，不存在以 P 中

点为顶点的三边颜色相同的三角形。
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【8】（2015 年中国女子数学奥林匹克）给定整数 2n ≥ 。黑板上写着 n个集合，然后进行如

下操作：选取黑板上两个互相不包含的集合 ,A B ，擦掉它们，然后写上 A B 与 A B 。

这称为一次操作。如此操作下去，直到任意两个集合中都有一个包含另一个为止。对于所

有的初始状态和操作方式，求操作次数的最大可能值。
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