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１ 引 言

１ ９ ７ ２ 年开始作为 国 际数学教育大会 （ ＩＣＭＥ ）

研究小组 、 １ ９ ７ ６ 年开始成为 国 际数学教育委员 会

（ ＩＣＭ Ｉ ） 国 际附属研究小组 的数学史 与数学教育

（ Ｈ ｉ ｓ ｔｏ ｒｙａｎｄＰｅｄａｇｏ ｇｙｏ ｆＭ ａ ｔｈ ｅｍａ ｔ ｉ ｃ ｓ ， 简 称

Ｈ ＰＭ ） ，是数学教育 中 成立最早且较为重要 的研

究领域之一 ． 然而 ， 直到 ２ ０ ０ ５ 年西安第一届 全 国

数学史与数学教育会议 的 召 开 ， 才标志 着 ＨＰＭ

开始进人我 国学术界 的视野 ． 近些年来 ， ＨＰＭ 在

国 内受到 了广泛关注 ，

一方面 ， 通过 中 国知 网检索

发现 ，
２ ０ １ ０ 年 以来每年 与之相关 的文献超过 １ ０ ０

篇 ， 另
一方面 ， 以 国 内最有影响力 的数学教育类期

刊之一 《数学教育学报 》为例 ，
２ ０ １ ０ 年后载文下载

频次前 ２ ０ 的论文 中 ， 就有 ６ 篇与数学史 、 数学文

化对数学教育 的作用有关
［ １ ］

． 但是 ， 目 前 ＨＰＭ 在

国 内 的发展也存在一些 问题 ， 比如对 已 有研究不

关注 ，研究方法缺乏科学性 ，缺少数学史家与一线

数学教 师 的 合作 ， 缺少 对 学 生认知 发 展 的 关 注

等
［ ２ ］

． 因此 ， 有必要梳理 国 内 ＨＰＭ 的大致发展脉

络 ， 以 引 领我 国 ＨＰＭ 学科的发展 ．

２ 基于实践的 ＨＰＭ 理论框架

２ ０ 世纪上叶 ，

一些欧美数学家 、 数学史家 、 数

学教育 家 ， 如 Ｆ？ 克莱 因 （ Ｃ ．Ｆ ．Ｋ ｌ ｅ ｉｎ ，１ ８ ４ ９
？

１ ９ ２ ５ ） 、 卡 约 黎 （ Ｆ ．Ｃａ
ｊ
ｏ ｒ ｉ ，１ ８ ５ ９

？

１ ９ ３ ０ ） 、 史密斯

（Ｄ ．Ｅ ．Ｓｍ ｉ ｔ ｈ ， １ ８ ６ ０
？

１ ９ ４ ４ ） 、 波利亚 （ Ｇ ．Ｐｏ ｌ ｙ ａ ，

１ ８ ８ ７
？

１ ９ ８ ５） 、 弗 赖 登 塔 尔 （ Ｈ ．Ｆｒｅ ｕｄｅｎ ｔｈａ ｌ ，

１ ９ ０ ５
？

１ ９ ９ ０ ）等大力 提倡在数学教学 中运用数学

史 ， 正是 由 于这些先驱者 的不懈推动 ，
Ｈ ＰＭ 成为

了 国 际数学教育 的 新思潮 ， 并发展 出 了 为何 与 如

何之探讨 、教育取 向 之历史研究 、历史相似性实证

研究 、教学实践与案例开发 、 ＨＰＭ 与教师专业发

展 、数学史融人教科书研究等研究方 向 ． ２ １ 世纪

初 ＨＰＭ 理念传人 中 国后 ，起初 ，高校研究者 以纯

数学史研究为主 ，并介绍一些 国外 ＨＰＭ 理论 ， 中

小学一线教师则主要通过讲述数学家的奇 闻轶事

来激发学生 的数学学 习 兴趣 ， 因此 ， ＨＰＭ 进人 中

国 的早期 阶段 ， 理论与实践处于分离状态 ． 在这样

的大背景下 ， 汪 晓勤教授受华东师范大学原校长

刘佛年教授
“

教育研究工作者要深入实际 ， 参加教

育工作 的 调 查 和 学 校 的 教 育 试 验
”

的 启 示 ， 从

２ ０ ０ ７ 年开始扎根 中小学一线 ， 与 中小学数学教师

合作开发 ＨＰＭ 课例 ， 目 前 已 开发 １ ０ ０ 余个课例 ，

内 容涵盖代数 、 几何 、 解析几何 、 三角 和微积分等

内容 ． 在丰富 的实践经验基础之上 ，逐步形成 了 以

教育取 向 的数学史研究和关于 ＨＰＭ 的理论探讨

为基础 ， 以 ＨＰＭ 课例开发为核心 ， 包括 ＨＰＭ 课

例应用 、案例教学 、课例分析等在 内 的 ， 具有 中 国

特色的 ＨＰＭ 研究体系 （如 图 １ ） ．

关于 ＨＰＭ 的理论探讨 ， 主要包括
“

数学史 的

教育价值
”

与
“

数学教学 中 如何运用数学史
”

两个

方面 ，学术界对此都缺乏统一 的分析框架 ．

对于前者 ， Ｆａｕｖｅ ｌ 总结 了 数学教学 中运用数

学史可 以增加学生 的学 习 动机 、使数学不那 么 可

怕 、有 助 于 发 展 多 元 文 化 等 １ ５ 条 理 由
ｗ

；
Ｔ Ｚａ

－

ｎａｋ ｉ ｓ 和 Ａ ｒｃａｖ ｉ 从五个方面 总结 了数学史 的教育

价值 ：数学学 习 、 数学和数学活动 的本质 、 教师 的

背景知 识 、 数 学 情 感 、 作 为 文 化 活 动 的 数学
［
５
］

；

Ｇｕ ｌ ｉｋｅｒ ｓ 和 Ｂ ｌｏｍ 从概念 、 文化 、动机三个视角 分

① １ ． 本 文 系上海高 校
“

立德树人
”

人文社会科学重点研究基地之数学 教育 教学研究基地研究项 目
“

数学课程 与教学 中 落 实立德

树人根本任务 的研究
”

系列论文之一 ． ２ ． 本文 为 ２０ ２ ０ 年度成都市教育科研课题
“

数学抽象视野下 的高 中数学 问题解决教学 策 略研 究
”

（课题编号 ： ＣＹ２ ０ ２ ０ＹＢ０ ０ ４ ） 的 阶段性成果 ？
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图 １ 国 内 ＨＰＭ 研 究体 系

别论述 了 数学 史 对 于学生 和教师 的 教 育价值
［ ６ ］

；

Ｊ ａｎ ｋ ｖ ｉ ｓ ｔ 则从
“

工 具
”

和
“

目 标
”

两 个维 度 进行分

类 ，其 中
“

工具
”

又分 为
“

认 知
”

和
“

情感
”

两 个子维

度
［ ７］

． 在 国外对 Ｈ ＰＭ 教育价值研究 的基础上 ， 结

合我 国数学教育 中
“

四基
”

、

“

四 能
”

、

“

数学核心素

养
”

、

“

情感信念
”

等 目 标 ， 构 建 了 中 国 的 Ｈ ＰＭ 教

育价值体 系 （ 见 图 ２ ） ． 下 面结合 初 中 Ｈ ＰＭ 课例
“

三角 形 内 角 和
”

来 说 明 数学史 的 教育价值 ． 课堂

伊始 ， 教师讲述 了 泰勒斯 （ Ｔ ｈａ ｌ ｅ ｓ
， 公元前 ６ 世纪 ）

到朋友家做客 ， 偶然 观察到地板上 镶嵌 的三角 形

地砖 的故事 ， 并设计拼 图 活动 ， 在课堂上再现泰勒

斯 当 年探究和 发现三 角 形 内 角 和 的 过程 ， 渗透 了

从特殊到一般 的 思 想 ， 可见数学史 有 助 于揭示数

学知识产生和 发展 的 自 然性 ， 体现 了 知识之谐 的

价值 ； 学生受拼 图 的启 发 ，联想到辅助线 的 多种做

法 ， 与毕达哥拉斯 （ Ｐｙ ｔ ｈ ａｇ ｏ ｒａ ｓ ， 公元前 ６ 世纪 ） 、

克莱 罗 （ Ｃ ｌ ａ ｉ ｒａ ｕ ｔ ，１ ７ １ ３
？

１ ７ ６ ５ ） 、 欧 几 里 得 （ Ｅ ｕ

ｃ ｌ ｉ ｄ ， 公元前３世纪 ）
等数学家 以及１ ９世纪末美 国

教科书上 的证 明 方法 不谋而合 ， 这些不 同 的证 明

思路体现 了方法之美 ； 数学史上 的 问 题为学生提

供 了探究机会 ， 有助于学生积 累数学活动经验 ， 获

得成功 的体验 ， 体现 了探究之乐 ；
三角 形 内 角 和定

理的发现和证明 过程揭示 了 数学与现实世界之 间

的联 系 ， 展现 了数学文化的 多元性 ， 体现 了 文化之

魅 ；学生与古代数学家
“

对话交流
”

， 数学家仿佛成

了课堂上一名 额外 的学生 ， 有助 于学生树立数学

学 习 的 自 信心 ， 体现 了 德育之效 ； 此外 ， 在 基 于 历

史 的活动 中 ， 学生 独立思考 、 小组合作 、 数学交 流

等能力也有所提升 ， 体现 出 了 能力 之助 ．

对于后者 ， Ｆａ ｕ ｖｅ ｌ 提 出 讲述过去 数学 家 的 奇

闻轶事 、 为学生介绍新概念的历史 、 开展数学史课

等十种具体 的运 用方式１ ；
Ｔ ｚａｎａｋ ｉ ｓ 和 Ａ ｒ ｃ ａｖ ｉ 总

结 出 三种方式 ： 直接运用法 、 间接运用法 即 发生教

学法 、开 发 对 数 学 及 其 社 会 文 化 背 景 的 深 刻 意

识 ； Ｊ ａｎｋ ｖ ｉ ｓ ｔ 则 归 纳 出 另 三种方式 ： 启 发法 、 模

块法和基于历史法
［ ７

：

． 在 国 外理论探讨 的 基础上 ，

结合我 国 丰富 的 实践经验 ， 对 国 外 的分类方法进

行 了 整合与改进 ， 总结 出 了 数学教学 中 运 用 数学

史 的 四 种 方 式 ： 附 加 式 、 复 制 式 、 顺 应 式 和 重 构

式
？

？ 下面结合 高 中 Ｈ ＰＭ 课例
“

数 列 的 概念
”

来

分析这 四 种方式 的 内 涵及其应用 ． 在情景 引 入环

节 中 ， 古 巴 比伦泥版上 的 月 相表 、莱 因德纸草 书上

的猫和老 鼠趣味 问题都是直接源于数学史上 的 问

题 ， 在数学史的运用方式上 属 于复 制 式 ， 另 外 ， 教

师将数学史上原本 的 约瑟夫 问题改编 为 １ ０ 人 围

成一 圈按照特定规则 点 数做游戏 的 问 题 ， 贴 近学

生生活 ， 易 于 学生 理 解 和 接 受 ， 该用 法 属 于 顺应

式 ． 在最后 的拓展环节 ， 教师介绍 了数列 与谷神 星

的发现之 间 的奥秘 ， 去掉后对教学 内 容几乎 没 有

影 响 ， 这种情况 则 属 于 附加式 ． 又 如初 中
“

三 角 形

中 位线定理
”

， 整节课利用三角形土地分割 问 题将

中 位线概念 的产生 、 中位线性质 的发现 、 中 位线性

质 的证明 串 在 了一起 ， 把知识的历史发展顺序 、 知

识的 内 在逻辑顺序与学生 的认知发展顺序融 合 到

了一起 ， 是重构式运用 的体现 ．

此外 ． Ｈ ＰＭ 课 例 开 发 可 以 与 数学 教 师 专 业

发展 的 知识 、信念和能力 三维 目 标结合在一起 ，其

中 ， 知识维度是 目 前研究 的重要方 向 ， 可 以 用美 国

数学教育家鲍尔 （ Ｄ ．Ｌ ．Ｂａ ｌ ｌ ）提 出 的 Ｍ ａ ｔｈ ｅｍ ａ ｔ ｉ

ｃａ ｌＫ ｎｏｗ ｌ ｅ ｄｇ ｅｆｏ ｒＴ ｅａ ｃｈ ｉｎｇ （ 简称ＭＫＴ ）
来刻 画 ．

ＭＫＴ 指 的是
“

完 成数学教学工作所需要 的 数学
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知识
”

，其组成成分如 图 ３ 所示 ． ＨＰＭ 与 ＭＫＴ 有

着密切 的关系 ，

一方面数学史有助于 ＭＫＴ 的完

善 ， 另 一方 面 ＭＫＴ 对研究数学教育 中数学史 的

运用也有所帮助
［ １ ° ］

． 下面结合高 中
“

函数 的概念
”

来说 明数学史对教师 ＭＫＴ 的丰富 和 完善作用 ．

教师通过系统 了解 函数概念 的发展历史 ， 知悉 了

初 中 函数
“

解析式
”

定义 的局 限性 ， 理解 了 为什么

需要学习 函数的新定义 ， 从而 自 身的 ＳＣＫ 得 以增

长 ； 知悉 了学生对 函数概念 的理解具有历史相似

性 ， 即学生对 函 数概念 的 理解 主要停 留 在
“

解析

式
”

或
“

变量依赖关系
”

层 面 ， 这与欧拉 （ Ｌ ．Ｅｕ ｌ ｅ ｒ ，

１ ７ ０ ７
？

１ ７ ８ ３ ）早期对函数的认识相一致 ， 有助于教

师 自 身 ＫＣＳ 的增长 ； 在前两者 的基础上 ， 教师将

函数概念的历史发展 、学生的认知基础 、 函数知识

的逻辑顺序融 人 到 函 数概 念 的 教 学 中 ， 自 身 的

ＫＣＴ 也有所增长 ； 另外 ， 在这个过程 中 ，教师查阅

了 函数概念的历史材料 ，这属于 ＫＣＣ 的范畴 ．

学科 内容知识

一

般

内容知识

（
ＣＣＫ

）

教学内容知识

水平 内容

知识

、 （
ＨＣＫ

）

知识

内容与学生

知识

（
ＫＣＳ

）

（
ＳＣＫ

）

内容与教学
知识

（
ＫＣＴ

）

内容与课程 、

知识

（
ＫＣＣ

）

图 ３ 数学教师 ＭＫＴ 的 结构
［

经过 １ ０ 余年的扎根 ， 逐渐形成 了基于实践 的

ＨＰＭ 理论框架 ， 可 以 概括为
“
一 个视 角 、 两座桥

梁 、三维 目标 、 四种方式 、 五项原则 、六类价值 其

中三维 目 标指教师专业发展 的知识 、信念和能力

三个方面 ， 四种方式 即数学教学 中运用数学史 的

方式 ，六类价值是课堂 中 运用数学史对学生而言

所体现 出 的教育价值 ，这些 已在上文 中有所介绍 ．

另外 ，

一个视角是指 ＨＰＭ 的视角 ， 两座桥梁是指

数学史架起 了数学与人文 、 历史与现实之 间 的两

座桥梁 ， 五项原则是指史料选取的原则 ，包括趣味

性 、科学性 、可学性 、有效性和新颖性 ， 即历史材料

必须让学生觉得有趣 ，最好含有数学故事 ，而非枯

燥无味 ；
必须符合史实 ， 而非 随意编造 ； 必须符合

学生 的生活经验和认知基础 ，而非艰涩难懂 ； 必须

切合教学 目 标 ， 而非为历史而历史 ；
必须令人耳 目

一新 ， 而非老调重弹 、稀松平常
［ １ ２ ］

．

３ＨＰＭ 的基石 ：教育取向 的数学史研究

教育取 向 的数学史研究作为 ＨＰＭ 研究 的基

石 ， 在 Ｈ ＰＭ 领域居于重要 的地位 ． 与纯数学史研

究相 比 ，
ＨＰＭ 视 角 下 的数学史研究不是 为历史

而历史 ， 而是为教育而历史 ，其 目 的是期望通过研

究历史上相关知识 （概念 、公式 、定理等 ） 的演变 ，

获取教学启示 ， 为数学课堂教学提供相关材料 ， 为

今 曰 教科书 的编写提供借鉴
［ １ ３ ］

． 因 此 ， 教育取 向

的数学史研究 为解决 ＨＰＭ 领域长期存在 的
“

无

米之炊
”

问题带来了方法和启 示 ． 教育取 向 数学史

研究的途径主要有两种 ：

一

是对 已 有数学著作 的

研究 ， 如 中 国古代的 《九章算术 》 、 国外数学史著作

《古今数学思想 》 、 《数学史 》等 ；
二是对早期教科书

的研究 ， 主要是 １ ９ 、 ２ ０ 世纪 以美 国 为主 的西方早

期教科书 ． 比 如 为 了 开发初 中
“

三 角 形 中 位线 定

理
”

，

一方面通过查 阅数学著作 ， 搜集可能会给教

学活动带来启 示 的数学史料 ， 包括古 巴 比伦泥版

上的三角形土地分割 问题 、 欧几里得 《几何原本 》

中 的相关命题 ， 以及 我 国 数学家刘徽 （ ３ 世纪 ） 采

用割补法推导 出 三角 形 面积公式 ：

“

半底 乘 以 高
”

与
“

底乘 以半高
”

； 另
一方面从西方早期教科书人

手 ， 通过对近现代几何教科书 中 三 角 形 中位线定

理的考察梳理 ， 发现历史上还 曾 出 现过各种各样

的证 明方法 ， 如反证法 、 同
一法 、平行 四边形法等 ．

总之 ， 数学史为我们打开 了 一扇 大 门 ，打破 了思维

定势 ， 培养 了学生的创填性思维 ，让我们得 以领略

古人的智慧和创新 ， 而不再局 限于教科书上 的
“

唯

一

”

证法 ．

４ＨＰＭ 理论与 实践的互动

４ ． １ＨＰＭ 课例开发

尽管 国 际上 ＨＰＭ 已有 ４ ０ 多年 的历史 ， 目 前

也处于繁荣阶段 ， 但 ＨＰＭ （包括 Ｈ ＰＭ 与教师教

育 ） 与一般数学教育研究框架 、理论构建与方法论

之间缺少清 晰 的联 系 ， 因 此 ＨＰＭ 与一般数学教

育理论之间 的联系还需要进一步加强
［ １ ４ ］

． 中 国 的

Ｈ ＰＭ 实践有所不 同 ， 因 为它 以 国 际上较为认可 ．

且在 中 国 具有 ６ ０ 多 年历史 的课例研究 （ Ｌｅ ｓ ｓｏｎ

Ｓ ｔｕｄｙ ）为载体 ， 成功架起 了Ｈ ＰＭ 与 一般数学教

育的桥梁 ， 加之课例研究是一个实践依据 、研究导

向 的专业发展的合作模式 ， 它能够促进教师学 习 ，
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改善教学与学生学 习 ， 有 利 于课程实施与 教学 结

果 的共享 ， 还 有 利 于 理论 与 实践 的互动
［ １ ５

：

． 中 国

的 Ｈ ＰＭ 实践还架起 了Ｈ ＰＭ 与在职教 师专业发

展 的桥梁 ， 这 与 国 际上 Ｈ ＰＭ 与教师专业发展 的

主流方式也有所不 同 ， 因 为 国 际上 主要 以 课程 的

形式促进职前 教 师 的 专业 发展
： １ Ｓ ］

． 目 前 ， 已 有 很

多 中 小学数学 教 师 与 Ｈ ＰＭ 研究 团 队 、 教 师专业

发展指导 团 队 、学校 教 研 团 队这三个 团 队 中 的
一

个或几个 ， 按照 如 图 ４ 所示 的 流程 ， 在共 同体 的 支

持下 、 以 Ｈ ＰＭ 理论 框 架 为 指 导 合 作 进 行 Ｈ ＰＭ

课例研究 ， 开发 出 了 一 系 列 较 为成熟 的 Ｈ ＰＭ 课

例 ， 如初 中 的
“

三 角 形 中 位线定 理
”

、

“

三 角 形 内 角

和
”

、

“

字母表示数
”

、

“

平行线 的 判 定
”

、

“

平方差公

式
”

， 高 中 的
“

函 数 概 念
”

、

“

对 数 概 念
”

、

“

棱 柱 定

义
”

、

“

椭 圆定义
”

、

“

正 弦定 理
”

、

“

数系 的 扩充与 复

数的 引 人
”

、

“

三角 函数序言课
”

等等 ．

图 ４ＨＰＭ 课 例 开 发 的 流程

但 以 上课例都 只 是针对某一节课进行 的融人

数学史 的尝试 ， 事实上 ， 数学史可 以 融入更多联 系

紧密 的 数 学 内 容 中 ， 这 就 是 模 块 的 方 法 （ Ｔｈ ｅ

ｍ ｏ ｄ ｕ ｌ ｅ ｓａ ｐ ｐ ｒｏａ ｃ ｈ ｅ ｓ ） ， 包括三种规模 ： 最小规模的

历史包 ， 通 常在某一主题下 的 ２ 

—

３ 节课 中融人数

学史 ； 中 等规模 的模块 ， 大约需要 在 １ ０ 

—

２ ０ 节课

中 融人数学 史 ； 最大规模 的是课程 ， 整 门 课程都融

人数学史
［ ｎ

． 将数学史融入单元模块教学 有 其必

要性和合理性 ， 因 为任 何一块数学 内 容都不 是孤

立存在 的 ， 数学教学与 教科 书 编 写 都是根据数学

知识 的 内 在逻辑顺序展开 的 ， 前后 内 容 具有 不 可

分割 的联 系 ，其价值包括史料应用 的连续性 、 知识

发生 的 自 然性 和情感 渗透 的 整 体性 ． 基于单元模

块教学 的 Ｈ ＰＭ 行动研究分为计划 、 行 动 、 反 馈 、

反思 四个部分 ． 以立体几何单元为例 ， 在教学 的计

划 阶段 ， 通 过对 ２ ０ 世纪 中 叶 以 前 ９ ７ 种 西方早期

教科书等历史文献 的研究 ． 选取 出 合适的史料 ， 对

平面 的概 念 、 空 间 中 的 线 线 关 系 、 面 面平行 的 判

定 、线面垂直的 判 定这 四 节课进行初 步 的 教 学设

计 ； 接下来就是行动 阶段 ， 先对高一 、高 三 学生进

行调查 ， 通过 回 收 的数据改进教学设计 ， 然后进行

教学实践 ； 在反馈阶段 ， 每节课后对全班学生进行

后测 ， 对收集到 的 问 卷 、访谈结果和课堂录像加 以

分析 ， 反观教学 目 标 的 达成情况 ； 在反思 阶段 ， 教

师反思教学过 程 ， 结合实践 中 遇 到 的 问 题对 四 节

课进行再设计 ， 然后整理编写 ， 形成数学史融人教

学 的初 始材料 ． 为 了 开 发 出 较 为 完 善 的 Ｈ ＰＭ 课

例 ． 行动研究 的 这 四个步 骤 往往需要经过 多 次循

环实施 ．

４ ．２ＨＰＭ 课例分析

评价一个 Ｈ ＰＭ 课 例 精 彩 与 否 的 标 准是 什

么 ？ 这是 ＨＰＭ 课例研究 的重 要基础 之一 ， 因 为

只有运用科学 的评价框架对教学设计 、 课堂教学

进行评价 ， 才能指 引 Ｈ ＰＭ 课例 开发 向 着更好 的

方 向 发展 ． 但 目 前 国 际上 缺少针对 Ｈ ＰＭ 视 角 下

数学教与学的评价框架 ， 这也是实践与 教 学方面

反对 Ｈ ＰＭ 视 角 的重要 原 因 之一
ｔ ｌ ７ ］

． 鉴 于 此 ， 沈

中宇等 基于上 述 的 Ｈ ＰＭ 理论框架 ， 从史 料 的适

切性 、 方式 的多元性 、 融 入 的 自 然 性 、 价 值 的 深刻

性等方面构建 了Ｈ ＰＭ 课例 的 分析框架
［ １ ８

］

． 结合

这一框架 ， Ｈ ＰＭ 研究 团 队又构建 了Ｈ ＰＭ 视角 下

同课异构 的分析框架 ．

对于 Ｈ ＰＭ 与 非 Ｈ ＰＭ 的 同 课异构 ， 可 以 从

新课引 人 、 概念建构 、公式探究 、新知巩 固 、课堂小

结这五个 教学 环节 分别 进 行宏 观 比较 和 微观 比

较 ． 比如 高 中
“

任意 角
”

的 Ｈ ＰＭ 课重在概念建构 ，

通过追溯 角 的 历史 ， 演示 日 晷实验来创造 角 ， 而非

Ｈ ＰＭ 课则重 在公 式探究 ， 通 过设 问 引 导 来探究

角 的 推广公式 ． 由 此 ， 总结 出 Ｈ ＰＭ 视 角 下高 中 数

学概念教学的一些特点 ， 相 比之下 ， Ｈ ＰＭ 视 角 下

的教学更加体现 了 知识之谐 、探究之乐 、 文化之魅

和德育之效 ．

对于 Ｈ ＰＭ 与 Ｈ ＰＭ 的 同 课异 构 ， 可 先从教

学 目 标 、重难点 及教学流程上进行宏观 比较 ， 再从

Ｈ ＰＭ 课例 分析 框架 的 四 个 维 度 进 行微 观 比较 ．

对于小学
“

字母表示数
”

的 两节 Ｈ ＰＭ 课 ， 在 史 料

的适切性方面 ， Ａ 课用 视频呈现 了 代数发展三 阶

段 的史料 ， Ｂ 课则 改编毕达哥拉斯 的形数 问 题 ， 相
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比之下 ，
Ｂ 课更能 凸显史料 的有效性及新颖性 ． 在

方式的多元性方面 ， 两节课均借助微视频呈现古

代数学家的故事 ， 属于附加式 ， Ａ 课提炼 出 算数到

代数的三阶段 ， 是对历史 内容 的重构 ；
Ｂ 课改编形

数问 题 ， 探究任意一个 的情形 ， 也属 于重构 ， 但 Ｂ

课对复制式和顺应式 的运用更为 突 出 ． 两节课均

把史料 自 然地融人在教学 中 ， 体现 了 数学史 的 多

种教育价值 ．

５ＨＰＭ 研究进展

Ｓ ．１ＨＰＭ 视角下 阅读材料的编 写

《普通高 中数学课程标准 （实验稿 ） 》指 出 ：

“

数

学是人类文化 的重要组成部分 ． 数学课程应适 当

介绍数学的历史 、应用 和发展趋势 … …
” ［ １ ９ ］

， ２ ０ １ ７

年普通高考考试大纲 中也增加 了对数学文化的要

求 ， 因此数学教育工作者应加强对数学文化 的重

视 ． 以数学史为主题 的 阅读材料是教科书 中 传播

数学文化的重要途径 ， 但调查发现教师和学生对

这部分内 容的关注度普遍偏低 ， 这与 编写 阅读材

料的初衷大相径庭 ， 因此 阅读材料 的编写与使用

是一个值得探讨 的 问题 ． 日 本有关教材开发方面

的理论值得我们借鉴 ， 教材开发专家有 田 和正认

为 ： 所谓教材开发 ， 就是指
“

对那些在学生周 围无

限存在的素材 ， 通过转换视 角 、重组 内 容 、 改变顺

序等方式进行加工 ，使学生能从 中产生 问题 ，激发

起探究的热情 根据教材开发 的理论及数学

课程标准 的相关要求 ，结合数学学科的特点 ， 总结

出 阅读材料编写应遵循的五项原则 ：科学性 、趣味

性 、可学性 、有效性和人文性 ． 以 高 中 人教版教科

书 中 的 阅读材料
“

三角 学与天文学
”

为例 ， 它存在

着趣味性不足 ，对学 习 三角学 的必要性 、三角学与

对数之间 的关系 的 阐述不够充分 ， 缺少对三 角 学

的历史意义和应用价值 的介绍 ， 缺少数学人文 的

一面等 问题 ． 为 了 弥补这些不足 ，就需要对三角学

进行教育取 向 的 历史研究 ， 还原三 角 学 的前世今

生 ， 并从 中提炼 出
一些有价值的 、可融人 阅读材料

的素材 ， 如托勒密定理与两角 和与差 的正弦 、余弦

公式的推导 ， 韦达 （ Ｆ ．Ｖ ｉ ｅ ｔａ ， １ ５ ４ ０
？

１ ６ ０ ３ ） 利用倍

角 公式解 ４ ５ 次方程 问题 ， 还有生命不 息 、 学术不

止 的欧拉 ， 勇担重任 的雷格蒙塔努斯 （ Ｒ ｅｇ ｉｏｍｏｎ

ｔａｎｕ ｓ ， １ ４ ３ ６
？

１ ４ ７ ６ ） ，传承学术 的雷提库斯 （ Ｇ ．Ｊ ．

Ｒｈａｅ ｔ ｉ ｃｕ ｓ ， １ ５ １ ４
？

１ ５ ７ ６ ） 等等 ．

５ ． ２ＨＰＭ 视角 下的序言课

序言课是数学教育领域 中一个 比较新颖 的研

究方向 ， 它 的 主要任务是揭 示数学学科研究 的对

象 、 内 容和解决问题的思想方法 ，具有承上启 下 的

作用
［
２ １ ］

． 假若教师能在某一章或关联程度极高 的

某几章 内 容之前 ， 以序言课 的形式帮助学生理清

楚
“

为什么学 ？

” “

学什么 ？

” “

如何学 ？

”

， 将会有效地

激发学生 的学 习 兴趣 和探究热情 ， 帮 助他们 了 解

前后 内容之间 的联系 ， 初步构建知识 网络 ． 然而在

实际教学 中 ，

一方面 ， 教师对序言课不甚 了 解 ， 没

有认识到序言课的重要性 ， 加之课时紧张 ， 常常将

其
“

束之高 阁
”

； 另
一方面 ，教师缺乏理论指导和相

关实践经验 ，很难将学生未 曾 学 习但高 度相关的

许多 内 容融合到一节课 中 ， 且要 以学生能够理解

和参与 的方式组织教学活 动 ． 数学史为序言课 的

开发提供 了新 的 思路 ， 因 为从教育取 向 的数学史

研究 出 发 ，教师不仅 了解 了历史上数学知识产生 、

发展背后 的动 因 ， 能够帮 助学生理解知识学 习 的

必要性 ， 即
“

为什么学
”

， 而且更加宏观地知悉了数

学知识体系及其 内 部知识之间 的联 系 ， 有助 于让

学生精准 了 解
“

学什么
”

， 此外 ， 数学知识产生 、 发

展过程中 出 现的解决数学问题的方式 、方法 ， 还有

助于启 发今天 的学生
“

如何学
”

． 目 前 已 开发 了 多

节 Ｈ ＰＭ 视 角 下 的 序 言课 ， 比 如
“

三 角 函 数 序 言

课
”

、

“

圆锥 曲线序言课
”

， 产生 了不错的效果 ．

５ ． ３ＨＰＭ 课例应 用 与 ＨＰＭ 案例教学

尽管 Ｈ ＰＭ 课例开发对教师 的专业发展促动

很大 ， 比如个案教师通过 ＨＰＭ 课例开发 ，在确定

教学 目标 、设计教学 内容 、使用数学史料等方面有

了一定 的提升 ，
ＭＫＴ 的 各个维度有 了 一定 的 丰

富 ，数学观与数学史 的使用观念也发生 了 正 向 的

转变
［
２ ２ ］

． 但在开发新课例 的过程 中 ， 教师需要投

入大量的时间 与精力 ，需要 ＨＰＭ 研究 团 队 、

一线

教师和教师专业发展指导者等在课例研讨 、课例

打磨过程 中 的 共 同 参与 ， 且教师个体开发 ＨＰＭ

课例对 ＨＰＭ 理念传播 的贡献十分有限 ． 因此 ， 促

进 Ｈ ＰＭ 理念传播与教师专业发展 的路径还需要

进一步的探索 ， Ｈ ＰＭ 课例应用与 ＨＰＭ 案例教学

就是基于 Ｈ ＰＭ 课例开发探索 出 的新路径 ．

Ｈ ＰＭ 课 例应 用 是 对 已 开 发 的 较为 成 熟 的

Ｈ ＰＭ 课例 的二次 利用 ， 教师根据其教学 目 标及

任教班级的实际情况 ， 对 已 有课例 中 的一些环节
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进行修改和完善 ， 然后用于 自 己 的教学实践 ， 因此

能够大大节省 时间 ， 提高效率 ． 以 四年级
“

角 的概

念
”

为例 ，教师进行课例应用 的第一步是研读教科

书和相应参考资料 ，对教学 目标 、重难点进行再定

位． 第二步是根据教学 目 标 和任教班级 的实 际情

况 ， 研读 已开发 的 ＨＰＭ 课例 ， 找 出 其 中 的 问题 ，

予 以修改完善 ， 并进行试讲 ． 第三步是根据试讲效

果 ，对教学设计进行再修改 ． 第 四步是反思课例应

用 的全过程 ． 由 此可见 ，
ＨＰＭ 课例应用不仅进一

步促进 了
一节更完美 的 ＨＰＭ 课例 的 生成 ， 而且

只要 ＨＰＭ 课例一经发表 ， 就会有更多感兴趣 的

教师将其应用于 自 己 的教学实践 中 ．

ＨＰＭ 案例教学是传播 Ｈ ＰＭ 理念 、促进教师

专 业 发 展 的 另 一 种 重 要 途 径 ． 运 用 已 开 发 的

ＨＰＭ 课例 于 教 师 教 育课程
“

数 学 史 与 数学 教

育
”

， 其流程主要包括教材呈现 历史分析 设计

研讨一案例展示 评价反馈等步骤 ． 以
“

数系 的扩

充与复数的 引 入
”

案例教学为例 ，首先呈现相关教

． 材 内容 ，让师范生或在职教师 回顾 自 己 的教学经

历 ， 反思 自 己 的教学 困惑 ； 接着 ， 呈现揭示虚数概

念的本源及其产生 的必要性 的 丰富素材 ， 比如卡

丹 问题 、邦贝 利三次方程问题等 ，让师范生或在职

教师研讨这些素材的融人能否解决 自 己 的教学 困

惑 ，并尝试进 行 教学设计 ； 然后 ， 展示 已 开 发 的

ＨＰＭ 课例 ， 包括教学流程与教学反馈 ； 最后 ， 呈

现职前和在职教师对于复数概念产生 的意象 ， 并

调查 了复数概念案例教学对本科师范生 、全 日 制

硕士 、在职教育硕士和在职教师四类群体的影响 ．

６ 总结与展望

中 国 的 Ｈ ＰＭ 经过 十余年 的发展 ， 已 从扎根

实践到理论生成 ， 又从理论生成到理论与实践 的

互动 ，并 出现了新的研究动态 ： 不再仅仅局限于教

育取 向 的数学史研究 与 ＨＰＭ 课例开发 ， 而是形

成 了基于教育取 向 的数学史研究 ， 在共 同体支持

下 ， 以 ＨＰＭ 课例开发为核心 ， 包括课例开发 、 课

例应用 、案例教学在 内 的 ，特色鲜 明 的教师专业发

展与 ＨＰＭ 理念传播体系 ， 且 以课例研究 为载体

的课例开发不再局 限 于单个课例 的开发 ， 出 现 了

模块教学 、序言课等新类型 ， 阅读材料等传播数学

文化的课程素材也受到 了 一定 的关注 ，课例评价

体系 的雏形 已形成 ． 但总体而言 ， 中 国 的 ＨＰＭ 还

处于发展阶段 ， 理论与实践 的互动还有待进一步

加强 ，特别是需要借助更多像 ＭＫＴ 、课例研究这

样的一般数学教育理论 ， 从而使得 ＨＰＭ 与一般

数学教育 的联 系更 为 密切 ；
Ｈ ＰＭ 与教师专业发

展的体系还需要进一步完善 ，

一方面 ， 课例开发 、

课例应用 、案例教学方面 的研究还需要进一步深

化 ， 另一方面 ， 它们之间 的最佳组合方式及其最优

切入 口还需要深入探索 ； 数学史融人教科书 的研

究 ， 以及包含课堂评价 、学生评价等在 内 的评价框

架的构建需要投人更多 的精力 ， 因 为无论 国 际上 、

还是 国 内 ，这方面的研究都很少 ，且它们也是加强

与一般数学教育联系 的关键 ；最后 ，认识论与数学

史的关系在 中 国处于真空状态 ， 需要予 以关注 ．
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（ ２ ）将信息技术充分融入教学 中

近年来 ， 随着科技迅速发展 ，信息技术 已得到

了充分的认可和广泛的应用 ． 在 函数教学 中 ， 教师

可 以借助几何画板 、ＧＧＢ 等软件动态地展示 函数

的动态变化 ， 如 ：探究 当 ａ 不 同 时 ， 图象变

化趋势 问 题 ． 信 息 技术 的 融人可 以 促 进 学生 以

“

形
”

定
“

质
”

，更好地培养学生 的数学抽象能力 ．

（ ３ ）有意识地培养学生整理总结的 习惯

《普通高 中 数学课程标 准 （ ２ ０ １ ７ 年版 ） 》 中 指

出 数学抽象能力 水平三 的划分包括
“

感悟高度概

括 、有序多级的数学知识体系 ．

” ［ １ ］

因此 ，养成数学

知识的整理 、归纳 、 总结等 习 惯 ， 对数学抽象能力

的提升有很大帮助 ． 同时教师也可 以根据情况 ，在

教学的 引入和总结环节有意识地来建构数学知识

体系 ，定期或单元教学结束后 ，主动引 导学生 自 主

整理 ，绘制思维导图等 ．

（ ４ ） 引导学生经历数学抽象的全过程

教师应加强教学文本 的解读能力 ， 准确理解

数学知识 ，真正领悟教材编写意图 ，设计合理的探

究活动来发展学生 的数学抽象素养 ， 学生 的抽象

经验需要在探究活动 中 积 累 ，抽象能力 需要到探

究活动 中发展 ， 数学抽象素养需要在数学抽象经

验的积淀和升华 中培育 ． 将探究活动与数学抽象

过程的程序方式相对应 ， 由 浅而深设计有关探究

活动 ，逐步实现从具体到抽象的过程 ，让学生体验

并熟悉数学抽象 的
“

基本套路
”

， 不断在活 动 中提

升数学抽象素养 ．

（ ５ ）注重 同化在数学抽象意义建构 中 的作用

涂荣豹教授在文 ［ ４ ］ 中指 出 ： 概念的意义建构

并不是在一■节课 中 、

一？次活动 中就能够完成 ， 它必

须经过不断地运用 ， 多次地反思 ， 反复地辨析 ， 而

且有时还需对概念进行必要 的解构 和重构 ， 才能

对知识本质 的理解逐渐清晰 和深刻 ． 这里要着重

指 出 的是 ，数学抽象 的发生需要经历概念 的 同 化

过程 ，而且这不是在概念生成 的初始 阶段 的一节

课 中就能全部达成 ， 概念 的意义 的综合贯通更多

的是需要个人的体验与感悟 ． 因此 ，需要在后续教

学和解题感悟 中 ， 继续发挥 同化在数学抽象 中 的

作用 ，并通过学 习 者 的 反 思 内 化达 到 概念 的
“

对

象
”

与
“

过程
”

的平衡共存 ，真正实现概念建构 中 的

数学抽象素养的形成．
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