
都 是 0 惹 的 “ 祸”

———例析“0”和“ 0”在教学中的特殊作用

姜卫东
( 扬州中学，江苏 扬州 225009)

摘 要: 0 和 0 是高中数学中的两个特殊的量，它们无论在概念与定理的建构，还是在解题教学及命题工作中都具有

独特的作用．文章通过具体案例分析，提醒教师在教学工作中不可忽视 0 和 0 的特殊性．
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数量 0 与向量 0 都是一个特殊的量．正是由于
它的特殊性，教材中建构数学理论时，对于涉及 0
与 0 的概念和定理都有许多“规定”; 同样，在平时
的解题教学中，也不可忽略 0 或 0 所对应的特殊位
置或特殊情形，避免因漏解而致错．另外，在命制试
题时，对于 0 或 0 所对应的极端情形，要格外小心．
下面，笔者结合自身教学实践中的案例，分别从 3
个方面进行具体分析:
1 重视 0 和 0 在概念与定理教学中的作用

在中学教材的许多概念及定理中，都会对 0 与
0 的情形单独进行表述．因此，教师在讲解这些概
念及定理时，要特别强调 0 与 0 的特殊情形，确保
概念和定理教学的完整性．

案例 1 平行向量( 共线向量) ．
教材在定义平行向量( 共线向量) 时，分了两

步完成，首先给出“方向相同或相反的非零向量”，

然后特别规定: 零向量与任一向量平行．在讲授此
概念时，要提醒学生不能忽略此规定．

例 1 下列命题错误的序号是 ．

1) 向量AB→ 与CD→ 是共线向量，则点 A，B，C，D 必
在同一条直线上;

2) 若 a∥b，b∥c，则 a∥c;
3) a=b，b= c，则 a= c;
4) 若 a≠b，则 a 一定不与 b 共线．
分析 1) ，2) ，3) 容易判断，此处略．对于 4) ，

当向量 b= 0 时，无论向量 a 与 c 是否共线，都能满
足 a∥b，b∥c，故答案为 1) ，2) ，4) ．

案例 2 向量的数乘及数量积．
在向量数乘的定义中，当 a = 0 或 λ = 0 时，规

定 λa= 0( 是零向量，而非实数 0) ．在定义数量积
时，也分两步完成: 首先当 a，b 均为非零向量时，
a·b= | a |· | b | cos ＜a，b＞; 而当 a = 0 或 b = 0 时，

规定 a·b = 0( 是数量 0 而非 0) ．许多教师在讲解
这一定义时，会忽略第二种情况，学生在回答数量
积的定义时，也会漏答第二种情况．

例 2 有 4 个式子: 1) 0·a = 0; 2) 0·a = 0;

3) 0－AB→ =BA→ ; 4) a·b = | a |· | b | ．其中正确的个数
为 ．

分析 只有 1) 是正确的．在 2) 中，0·a 的结
果是数量 0，而非向量 0．

案例 3 平面向量共线定理．
平面向量共线定理的前提条件是 a≠0，在此

前提下，a∥b存在实数 λ，使得 b =λa．如果没有
这一前提，该定理就不成立．

例 3 判断下列命题的真假: 当 a 与 b 共线
时，存在唯一实数 λ，使得 b=λa．

分析 当 a= 0，b≠0 时，这样的实数 λ 是不存
在的，故原命题为假命题．

案例 4 排列数与组合数的符号．
教材在介绍完排列数 Am

n 与组合数 Cm
n 定义之

后，特别规定当上标 n= 0 时，A0
n =C

0
n = 1．在解题时，

也不能忽略这一特殊情况，否则会导致漏解!

例 4 解不等式 Ax
9＞6A

x－2
9 ．

分析 由排列数公式可知
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x2－21x+104＞0，

解得 x＞13 或 x＜8．

因为
0≤x≤9，
0≤x－2≤9，{ 所以

2≤x≤7．
又 x∈N* ，可得 x= 2，3，4，5，6，7．

这里就不能忽略排列数中上标 x－2 的情况．
2 重视 0 和 0 在解题教学中的作用

在平时的解题教学中，如果忽略对 0 和 0 的讨
论，也会导致解题时漏解或出错．

例 5［1］ 如果函数 f ( x) =
2x－a

a·2x+1
是奇函数，

则实数 a= ．
分析 对于这道填空题，一种常见的错解: 由

f( x) 是奇函数，可得 f( 0) = 0，即
1－a
1+a

= 0，得 a= 1．

以上解法是有问题的．当 f( x) 的定义域中含有
x= 0 时，可以由 f( 0) = 0，得到 a = 1，然后再验证此

时 f( x) =
2x－1
2x+1

为奇函数; 但当 f( x) 的定义域中不

含有 x= 0 时，f( 0) 不存在，此时由 f( 0) = 0 得到 a=
1 就毫无意义了．实际上，当 x= 0 时，由分母a·20+

1= 0 可得 a= －1，然后再验证此时 f( x) =
2x+1
1－2x 为奇

函数．故正确答案应为 a= ±1．
本题也可以直接根据奇函数的定义，求出正确

答案．
由 f( x) 为奇函数，得

f( －x) +f( x) = 0，

即
( 2x+2－x ) ( a2－1)

( a·2－x+1) ( a·2x+1)
= 0，

从而 a2－1= 0，

得 a= ±1．

图 1

例 6 如图 1，在△ABC 中，AB =
3，∠ABC= 60°，点 D，E 分别在边 AB，

AC 上，且满足
AD
DB

= CE
EA

= 2，F 为 BC 的

中点．

1) 若DE→ =λ AB→ +μ AC→ ，求实数 λ，μ
的值;

2) 若AF→ ·DE→ = 3
2

，求边 BC 的长．

分析 1) 在△ADE 中，

DE→ =AE→ －AD→ = 1
3
AC→ － 2

3
AB→ ，

据题意可得 λ= －
2
3

， μ=
1
3
．

2) 学生中出现了如下的解法:

由DE→ = 1
3
AC→ － 2

3
AB→ ，AF→ = 1

2
( AC→ +AB→ ) ，得

AF→ ·DE→ = 3
2
= 1
2

( AB→ +AC) ·
1
3
AC→ － 2

3
AB→( ) ，

化简得 9= －2 AB→ 2+AC→ 2－AB→ ·AC→ ．
设 AE= x，则

9= －2×9+9x2－9xcos A，

即 27= 9x2－9xcos A． ( 1)

过点 C 作 AB 的垂线，垂足为 H．
①当点 H 在线段 AB 上时( 如图 2) ，

3xcos A=AH，

从而 9x2－27= 3AH．

又
BH
CH

= 3
－AH
CH

=槡3
3

，得

槡3 3 －槡3AH=CH，

两边平方，整理得
4AH2－18AH= 9x2－27= 3AH，

即 4AH2 = 21AH，

从而 AH= 21
4
＞3( 舍去) ．

图 2 图 3

②当点 H 在线段 BA 的延长线上时( 如图 3) ，
3xcos A= －3xcos ∠CAH= －AH，

代入式( 1) ，得
9x2－27= －3AH．

又 tan∠BCH=BH
CH

= 3
+AH
CH

=槡3
3

，

得 槡3 3 +槡3AH=CH，

两边平方，整理得
4AH2+18AH= 9x2－27= －3AH，

即 4AH2 = －21AH，

从而 AH= －21
4

( 舍去) ．

于是得出本题无解的结论．
实际上，学生的解题过程尽管有点繁，但方法
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是对的．为什么最后得不到正确答案呢? 原因在于
忽略讨论了 AH= 0 的情况．

本题我们还可利用向量运算来求解．

由 AF→ =BF→ －BA→ = 1
2
BC→ －BA→ ，

DE→ = 1
3
AC→ － 2

3
AB→ = 1

3
( BC→ －BA→ ) +

2
3
BA→

= 1
3
BC→ + 1

3
BA→ ，

得 AF→ ·DE→ = 1
6
BC→ 2－ 1

6
BC→ ·BA→ － 1

3
BA→ 2 ．

设 BC=a，由 AB= 3，∠ABC= 60°，得

AF→ ·DE→ = 1
6
a2－ 1

4
a－3，

据题意AF→ ·DE→ = 3
2

，从而

2a2－3a－54= 0，

解得 a= 6( 负值舍去) ，故 BC= 6．
例 7 已知 O 为△ABC 的外心，AB= 2，AC = 3，

如果AO→ = λ AB→ + 1
－λ
2

AC→ ，其中 λ∈Ｒ，则∠BAC =

．
分析 对于本题，许多学生给出了如下的解法:

如图 4，取 AC 的 中 点 D，联 结 OD． 由 O 是
△ABC 的外心，可知

OD⊥AC，

又 AC→ = 2 AD→ ，

从而 AO→ =λ AB→ +1
－λ
2

AC→ =λ AB→ +( 1－λ) AD→ ．

因为 λ+ ( 1－λ) = 1，所以点 B，O，D 共线．又 BD⊥
AC 且 D 为 AC 的中点，可知 AB = BC = 2，在△ABC

中，由余弦定理可得 cos∠BAC=
3
4
．

图 4 图 5

乍一看，上面的解法无懈可击．但仔细分析可
以发现，以上解法是存在问题的．在以上解法中，用

到了一个结论“若AO→ =m AB→ +n AC→ ( 其中 m+n = 1) ，

则点 O，B，D 共线”，这个结论成立的前提是点 O，
B，D 不重合．而在本题中，点 D 与点 O 有可能是重
合的，也就是 λ 的值可能为 0．因此，本题应分两种
情况讨论:

1) 当点 D 与点 O 不重合时，由上述解题过程

可知 cos∠BAC=
3
4
．

2) 当点 D 与点 O 重合时( 如图 5) ，

AO→ = x AB→ +y AC→ = x AB→ +2y AO→ ，

又 x+2y= 1，得 2y= 1－x，从而

AO→ = x AB→ +( 1－x) AO→ ，

即 x( AB→ －AO→ ) = 0，

亦即 x OB→ = 0．

又OB→ ≠0，于是 x= 0，y=
1
2

，此时

AD→ = 1
2
AC→ ，

从而 cos∠BAC=
2
3
．

综上所述，cos∠BAC=
3
4 或 cos∠BAC=

2
3
．

3 重视 0 和 0 在命题中的作用
教师在平时的命题工作中，也要关注 0 或 0，

特别当出现间断点 0 时，更要仔细推敲，否则就会
出现科学性错误．

例 8［2］ f ( x) 是定义在( 0，+∞ ) 上的可导函

数，且不恒为 0，记 gn( x) =
f( x)

xn ( 其中 n∈N* ) ．若

对定义域内的每一个 x，总有 gn( x) ＜0，则称 f( x)

为“n 阶负函数”; 若对定义域内的每一个 x，总有
［gn( x) ］'≥0，则称 f( x) 为“n 阶不减函数”( 其中
［gn( x) ］'为函数 gn( x) 的导数) ．

1) 若 f( x) =
a
x3
－ 1
x
－x( 其中 x＞0) 既是“1 阶负函

数”，又是“1 阶不减函数”，求实数 a 的取值范围．
2) 对任给的“2 阶不减函数”f( x) ，如果存在常

数 c，使得 f( x) ＜c 恒成立，试判断 f( x) 是否为“2 阶
负函数”? 请说明理由．

参考答案 1) 依题意可得

g1( x) =
f( x)
x

= a
x4
－ 1
x2
－1，

又 f( x) 是“1 阶不减函数”，故［g1 ( x) ］' = － 4a
x5

+

2
x3
≥0 恒成立，得 a≤

1
2
x2 ．因为

1
2
x2 ＞0，所以只需

a≤0．又当 a≤0 时，g1( x) ＜0 显然在( 0，+∞ ) 上恒
成立，故 a≤0．

( 下转第 28 页)
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问 从“形”中 显 理 自“数”中 来

———多视角剖析极值点偏移问题的命制思路与考查方向

江海华
( 太仓市明德高级中学，江苏 太仓 215400)

摘 要: 2021 年全国数学新高考Ⅰ卷导数压轴题以“极值点偏移”为命题背景，并非导数的主要应用，给不熟悉该背景

的广大师生设置了不小的障碍．文章主要从极值点偏移、“形”的启发、解法的多样性等多个视角来阐述该题的命制思路与

考查方向，试图提供一个新的突破口．
关键词: 极值点偏移; 数形结合; 化归转化

中图分类号: O123．4 文献标识码: A 文章编号: 1003-6407( 2022) 01-0028-04

2021 年，江苏、山东、广东等七省( 市) 参与的

新高考“首考”顺利落幕后，各专家教授、一线教师

纷纷投入到新试题的解答“揭秘”中．当然，我们应

该鼓励大家对高考题进行讨论分析: 一方面，从多

样性的试题解答中，可以使广大师生更加了解命题

者的意图，进一步明确新高考的考查方向; 另一方

面，从多视角的试题解读中，命题专家也可以更加

广泛地听取广大师生的意见，在这种良性的“沟

通—互动”中使命题工作与课堂教学真正落实到
“素养立意，凸显本质，选拔人才”中来．

( 上接第 27 页)

2 ) 先证 f ( x ) ≤0．假设存在正实数 x0，使得
g2( x0 ) ＞0，则 f( x0 ) ＞0．由题意，当 x＞0 时，g2 '( x) ≥
0，可得 g2( x) 在( 0，+∞ ) 上单调递增; 当x＞x0 时，

f( x)

x2
＞
f( x0 )
x20

恒成立，即 f( x) ＞
f( x0 )
x20

x2 恒成立．故必

存在 x1＞x0，使得 f( x1 ) ＞
f( x0 )
x20

x21＞m( 其中 m 为任意

常数) ，因此当 x＞0 时，g2( x) ≤0，即f( x) ≤0．
再证 f( x) = 0 无解．假设存在正实数 x2，使得

f( x2 ) = 0，则对于任意的 x3＞x4＞0，有
f( x3 )
x23

＞
f( x2 )
x22

= 0，

即 f( x3 ) ＞0，

矛盾，故假设不成立，f( x) = 0 无解．
综上可得 f( x) ＜0，即 g2( x) ＜0．故所有满足题

设条件的 f( x) 都是“2 阶负函数”．
评注 对于第 1) 小题，原题与给出的答案都是

正确的．对于第 2) 小题，从表面上看，解题过程无懈

可击，但却是一个错题，举反例如下: 如图 6，可知

g2'( x) ≥0，若 g2( x) ≤0，则
f( x)

x2
≤0，由 x2 ＞0，知f( x)

图 6

≤0，故存在 c＞0，使得 f( x) ＜c 恒成

立．但这时 g2( x) ≤0，而不是 g2( x)

＜0，故原题的第 2) 小题是一个有科

学性错误的问题．
从以上案例分析可以看出，0

和 0 表面上看是虚无的量，但实际

上具有非常丰富的意义．无论是在
平时的概念和定理教学中还是在解题教学及命题

工作中，都要充分挖掘它们的深刻内涵，切不可忽

略它们的重要作用，从而保证课堂教学与命题工作

的科学与有效．
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